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Introduction

Un des objectifs de 'approximation diophantienne est d’étudier la maniere dont on peut ap-
procher les nombres réels par des nombres rationnels. C’est ainsi qu’en 1955, Roth obtint la
médaille Fields pour avoir démontré le théoreme suivant (cf. [Rot]).

Pour tout nombre algébrique o de degré d > 2, et tout 6 > 0, l'inéquation

p 1 _
a =1 < x5 <= ldlleg —pl <ldl ’

n’a qu’un nombre fini de solutions (p,q) € Z x (N\ {0}).

Ce travail, qui s’articule principalement autour du chapitre 6 du livre de W. M. Schmidt
intitulé “Diophantine Approximations” (Lecture Notes in Mathematics n° 785), présente une
généralisation de ce dernier résultat : le théoreme des sous-espaces. Ce résultat s’énonce ainsi :

Soient Ly, ..., L, des formes linéaires sur R™ a coefficients algébriques, indépendantes sur R et
soit 6 > 0. I existe alors un nombre fini de sous-espaces vectoriels non triviaux de Q", disons
Ti,..., Ty tels que toute solution x € Z™ \ {0} de l'inéquation

-5
[ L1(@) - . Ln(@)] < [|#]|
soit dans la réunion Ty U --- U T}.

Dans le chapitre 4 de ce mémoire, nous montrons que le théoreme des sous-espaces implique
le théoreme de Roth, et permet méme d’en prouver une version plus générale dans les corps de
nombres, a savoir

Pour tout entier k > 1, tout nombre algébrique réel o et tout 6 > 0, il existe un nombre fini de
nombres algébriques réels 3 de degré inférieur ou égal a k tels que :

o — B < H(B) "',

(H(B) désignant ici le maximum des valeurs absolues des coefficients d’un polynome de
degré minimal a coefficients entiers premiers entre eux qu’annule [3).

Le chapitre 3 traite de la preuve du théoreme des sous-espaces proprement dite. En fait, ce
dernier résulte du théoreme des sous-espaces fort, qui s’énonce ainsi :



Soient Ly, ..., L, des formes linéaires sur R", indépendantes sur R a coefficients algébriques
réels, et soient cy, ... ,c, des nombres réels de somme nulle. Pour Q > 1, soit II(Q) le par-
allélépipede de R™ défini par

Vie{l,...,n}, |Li(x)] < Q% xe€R".

Notons M (Q), ..., \(Q) ses minima successifs. On suppose qu’il existe § > 0, un entier d
compris entre 1 et n — 1, et une partie D C|1,+oo[ non bornée telle que

Q€D = A\(Q) < Xar1(QQ°.

Alors il existe un sous-espace S de Q" de dimension d, et une partie D' C D telles que pour
tout QQ € D', les d premiers minima successifs soient réalisés par des points g1, ... ,gq de S.

En gros, la preuve se déroule ainsi ; on traite d’abord le cas d = n — 1 en se ramenant,
via un lemme de Davenport, & ’hypotheése plus agréable A\;(Q) < Q~°. Pour traiter ce cas-1a,
on procede par l'absurde en construisant un polynome auxiliaire qui possede des propriétés
contradictoires relatives a ses zéros. Il est nécessaire pour cela de définir et d’étudier deux
notions d’indice, notions qui généralisent la notion d’ordre d’une racine. Nous présentons ces
outils dans le chapitre 2.

Quant au cas général (1 < d < n — 1), il se traite en faisant appel a une construction
due & Mahler qui & un parallélépipede T1(Q) de R" possédant la propriété A\g(Q) < Agy1(Q)Q°
permet d’associer un parallélépipede IIV (Q) de R qui satisfait une hypothese du type \_1(Q) <
M(Q)Q™Y pour [ et ¢ convenables.

Les différents outils permettant cette construction, a savoir 1’Algebre de Grassmann et des
résultats de Géométrie des nombres, sont introduits dans le chapitre 1.



Chapitre 1

Géométrie des nombres et Algebre de
Grassmann

Le but de ce chapitre est de rappeler certains résultats relatifs a la Géométrie des nombres et
a I’Algebre de Grassmann, deux notions qui interviennent de facon décisive dans la preuve du
théoreme des sous-espaces, qui sera étudiée au chapitre 3.

1.1 Géométrie des nombres

1.1.1 Généralités

Dans tout ce qui suit, la lettre K désigne une partie convexe bornée, contenant 0 dans son
intérieur, et symétrique par rapport a 0 (i.e. z € K = —x € K) de I'espace euclidien R™ usuel
(n>1). Pour A € R, A\K = {A\z,z € K}. La convexité de K entraine que si 0 < A < X, alors
MK C NK. La Géométrie des nombres, dont le but est d’étudier la présence de points de Z"
(ou d’un autre réseau) dans des régions de I'espace euclidien, a son origine dans le théoreme
fondamental suivant.

Théoréme 1.1.1 (PREMIER THEOREME DE MINKOWSKI) Supposons que 'une des deux con-
ditions soit satisfaite :

(i) Vol K > 2"

(ii)) Vol K > 2" et K est compact .

Alors K N Z"™ contient un autre point que 0.

PREUVE : Plagons-nous sous 'hypothese (i), et posons K’ = %K, de sorte que Vol K" > 1.
Il existe alors (z,y) € K’ 2 avec x — y € Z". En effet, Z" opere sur R™ par translation et un
systeme de représentants des orbites est C' = [0, 1[", ce qui permet d’écrire

Vol K =Y (K’ n(z+C)= > p((K'-2)nC),

ZEL" zZEL™



par invariance par translation de la mesure de Lebesgue p. Il suit que les ensembles
(K" = 2) N C),czn ne sauraient étre deux-a-deux disjoints, sinon nous aurions

1=VolC > Z,u((K'—z)ﬂC):VolK'>1,

ZEL™

entrainant une contradiction avec ’hypothese. Il existe donc bien (z, 2') € Z™ x Z™ distincts, et
(z,y) € K" tels que —z + & = —2' 4y, aussi le couple (z, y) répond-il aux exigences ci-dessus.
En posant a = x — y, nous obtenons un point de K N (Z" \ {0}). Plagons-nous maintenant
sous I'hypothese (ii), et prenons une suite (€g)ren de réels strictement positifs tendant vers 0.
L’ensemble K}, = (1+¢,) K satisfait alors (i) pour tout entier k, de sorte qu'il existe x5, € Z"\{0}
et yr € Ky tels que zp = yi(1 + €;). Par compacité de K, la suite (yx)reny peut étre supposée
convergente vers y € K. Mais alors (zy)ren converge aussi vers y. Comme c’est une suite
d’entiers non nuls, nous concluons que y € K N (Z"\ {0}). m

La réciproque de ce théoreme est bien str fausse et c’est 1la une des difficultés principales de
I’approximation diophantienne. Cela dit, rappelons une autre définition due a Minkowski.

Définition 1.1.2 On appelle MINIMA SUCCESSIFS de K les n quantités A\i(K),... , \,(K)
définies pourt =1,...,n par :

Ai(K) = inf {\ > 0| dimg(Vect (AK NZ")) >i}.
Il est facile de voir qu’on a les inégalités :

mais un fait particulierement intéressant que nous admettrons est que 1’on peut controler le
produit A;(K) ...\, (K) en fonction uniquement de la dimension n et du volume de K.

Théoréme 1.1.3 (SECOND THEOREME DE MINKOWSKI) Si K est compact, I'inégalité suiv-
ante a lieu :

2 < M(K) . A (K) Vol K < 27

Au sous-ensemble K de R™ on peut attacher certains vecteurs a composantes entieres par-
ticuliers grace au lemme suivant.

Lemme 1.1.4 I] existe des vecteurs g1(K), ... , g.(K) tels que :
(i) g:(K) € \(K)KNZ" pouri=1,... ,n et
(ii) ¢1(K), ..., go(K) sont indépendants sur R.

PREUVE : L’existence de g;(K) est assurée par le Premier théoreme de Minkowski, et
celle de g2(K), ..., g,(K) par le fait que pour i > 2, \;(K)K doit contenir i vecteurs entiers
indépendants, et qu'il contient déja g1(K),...,g;—1(K). =



Remarque 1.1.5 Les gi(K), ..., g,(K) ne sont pas uniques. Dans la suite, g1(K), ..., g,(K)
désignera donc un choix de tels vecteurs, qu’on notera aussi parfois ¢i,... ,g, lorsqu’aucune
confusion n’est possible.

Leur introduction est justifiée par la proposition suivante.

Proposition 1.1.6 Soit K compact et A\;(K), ... , A\, (K) les minima successifs de K, et ¢;(K),
.+ gn(K) des vecteurs satisfaisant les conditions (i) et (ii) du Lemme 1.1.4. Supposons que
2<j5<n,A<)(K) et enfin que g € AKNZ". Alors g € Rg; & --- ® Rgj_;.

PREUVE : Si A < A\ (K), on a AKNZ" = 0 par définition de A\ (K) donc g = 0 et le
résultat est vrai. Sinon, il existe un entier [ > 2 avec \_1(K) < A < N(K) ; les vecteurs
g1(K),...,qi-1(K) et g sont dans AK (observer que A\;(K)K C AK pouri = 1,...,[—1).
Comme ¢;(K),...,q-1(K) sont indépendants et A < A\ (K), le vecteur g est combinaison
linéaire de g1 (K),...,¢—1(K) donc de g1(K), ..., g;—1(K), ce qu’il fallait démontrer. m

1.1.2 Parallélépipedes

Commencons par donner une définition.

Définition 1.1.7 Un PARALLELEPIPEDE est une partie II de R™ défini par
II={(x1,...,2,) €R" | |Li(x1,... ,2,)| < A pouri=1,... ,n}

ou Ay, ..., A, sont des réels positifs, et L, ..., L, des formes linéaires indépendantes sur R".

Remarque 1.1.8 Un tel parallélépipede sera souvent noté I1(Ly, ..., L,; Ay, ..., Ay,) et sera
dit FERME ; le parallélépipéde ouvert correspond au méme objet défini avec des inégalités
strictes.

Nous devons savoir calculer le volume d’un parallélépipede (il faut signaler un erreur a ce
sujet dans [EdE], p. 42). C’est 'objet du lemme qui suit.

Lemme 1.1.9 Soit II(Ly,... ,Ly; Ay, ..., A,) un parallélépipéde de R™. Alors :

2"A; x - X A,
Volll(Ly, ..., Ly; Ay, .. Ay = :
OHI(Ly, - s Lni ) = Tqet (Tr L]
PREUVE : Nous reconnaissons en 2" le volume de I'ensemble U % (X1,...,2,) € R™ |
|z;| < 1 pour i = 1,...,n}, et nous observons qu’il y a un C!-difféomorphisme :
o: 12[ = U
r — y:(Lz(f),...,LZ(f)) .



Comme ¢ est linéaire, la matrice jacobienne My est constante et égale a :

Ly(er) Ln(e1)
4 A
L1<en) Ln<€n>
Al An
dont le déterminant vaut |det (Ly,...,Ly,)|[/A; X -+ x A,. Le théoreme de changement de

variable en intégration fournit alors les égalités :

|det (Lq, ..., Ly)] |det (L, ..., Ly)|
1U = [ du= dp = Vol II
Vol U /U,u /H A X x A = VolII x Aox L

d’ou le résultat (p désigne bien sur la mesure de Lebesgue sur R"). m

Munis de ces résultats on peut déduire le théoreme des formes linéaires de Minkowski et
une forme du Théoreme 1.1.3 pour les parallélépipedes fermés.

Théoréme 1.1.10 Soit Ly, ..., L, des formes linéaires sur R" telles que det (L, ..., L,) =1,
et A, ..., A, des réels positifs tels que A; ... A, = 1.
Alors il existe (z1,... ,x,) € Z™\ {0} tel que :

|Li(x1,...,2,)] < A;jpouri=1,... n—1,
| Ly (1, ... xn)] < A,

PREUVE : Quitte a diviser L; par A; pour ¢ = 1, ... ,n, nous pouvons supposer que A; = 1
pour i = 1,... ,n. Pour € > 0, introduisons le parallélépipede ouvert I, = II(Lq, ..., Ly,; 1,
..., 1,14+€). C’est une partie convexe, contenant 0 dans son intérieur, symétrique par rapport
a 0, et de volume 2"(1 + ¢) > 2" donc il existe (Théoreme 1.1.1) z. € II. N (Z" \ {0}). Prenons
maintenant une suite (e;)gen qui tend vers 0 ; comme la famille de parallélépipedes (Il, )ken
est uniformément bornée, on peut supposer que (x, )ren converge vers x € R". Mais puisque
les z., sont des vecteurs entiers cela signifie qu’il existe ky € N tel que pour k£ > ky nous ayons
x = x,. Alors x € II,, N (Z™\ {0}), ce qui prouve le théoréme par passage a la limite sur
I'inégalité |L,(x)| < 1+ ¢ lorsque k tend vers +o0o. m

Théoréme 1.1.11 Soient IT un parallélépipéde fermé symétrique par rapport a 0, et A\ (I1), . .. |
An(IT) ses minima successifs. Alors :

= < (). A (IT) VoI T < 27l
n:

Théoréme 1.1.12 (LEMME DE DAVENPORT) Soient Ly, ... , L, des formes linéaires sur R,
de déterminant 1. Etant donnés Il le parallélépipede 11(Ly, ..., L,;1,...,1), et ses minima
successifs notés Ay, ..., \,, supposons disposer de réels py, ... , p, tels que :

(1.1) p1> > pp >0,

(1.3) p1-..pn=1.

8



Alors il existe une permutation o de {1,... ,n} telle que le parallélépipéde
I =1(p1 Loty - - - s PuLogm)i Ly 4 1)
ait des minima successifs N}, ..., N, satisfaisant :
(1.4) 27"\ < N <27 ()N, i =1,... ,n.
De plus si g; ot g:(IT) et S; def @t _,Rgy, alors :
(1.5) Ve eZ"\ Si—1, max{|p1Low)(@)|,.-.,|pnLow)(x)|} = 27" Nips, pouri=1,...,n,

avec la convention Sy = {0}.

PREUVE : Posons pour x € R", N(z) = max{|Li(z)|,...,|L,(z)|}. Par définition de
g1, .-, gn nous avons N(g;) = A; pour j = 1,... ,n. Nous allons montrer qu’il existe o € &,
(groupe symétrique d’ordre n) tel que pour chaque j =n, ... , 11l existe desréels o, . .. | ozf%jJr1

non tous nuls tels que :

(1.6) a{LU(l) 4+ OégthLo(n—jH) =0sur S,_; et
J _ J
(1.7) ol = | _max_ oy

En fait o est construite grace a l'algorithme suivant :
1. j«—neto«— Id.

2. Sij =0, c’est terminé.

3. Les formes linéaires L,(1), ... , Ly(j) sont indépendantes, donc il existe des réels non tous
nuls by(1y, ... ,bo) tels que by1) Loy + -+ + by(j) Loy vaut 0 sur S;_;, et il existe une
permutation 7 de {o(1),... ,0(j)} telle que b-((j)) = maxi<j<; |b-(o@k))|. Il suffit alors de
poser ai = br(o(k)) Pour k =1,...,7, et de remplacer o par la permutation définie par

k;»—>{ T(o(k)) s%kzl,... 7
o(k) sinon .

4. j«— j—1 et aller en 2.

Une fois cette construction faite, nous pouvons en déduire que

(1.8) Vi=1,...,n,Yz € S, |Loy(@)| + -+ + | Loy (2)] = 277 (| Loy (2)] + -+ + [ Loty (2)])



En vue de montrer (1.5), considérons un = € Z" \ S;_; ; il existe alors un entier j tel que
i<j<n,avecz € Sjetx¢S;_1. Dapres la Proposition 1.1.6 cela entraine N(x) > A;, mais
comme x € Sj, NoOUs avons :

max {|p1 Loy (@), ..., |paLow) (@)} = pymax{|Loq) ()], ..., [Log)(x)|} par (1.1)
Jj—n
> Z=pi(|Loy(@)] + - + | Lo (x)]) par (1.8)
> 27"p;N(z) > 27"p;\; > 27"p;\; par (1.1)
ce qui montre (1.5), et il suit que A, > 27"p;\; pour i = 1,...,n, ce qui est la premiere

inégalité de (1.4). Pour montrer I'autre inégalité, nous observons que I’hypothese (1.2) et le
Lemme 1.1.9 montrent que Vol IT = Vol I" = 2", donc le Théoreme 1.1.11 permet d’obtenir les

deux inégalités :
1 1
— <Aoo <nlet = <AL N, <l
n! n! "

Donc pouri=1,... ,n:
! 2n(n=1)p|

(la notation Z signifiant qu’il ne faut pas tenir compte du facteur z dans les produits). m
Parallélépipedes réciproques et théoreme de Mahler

Si II(Ly,...,Lp;1, ..., 1) est un parallélépipede au sens de la Définition 1.1.7, et si pour
i = 1,...,n nous appelons a; le vecteur des composantes de la forme linéaire L; sur la base
canonique de (R™)*, nous obtenons clairement que :

(L, ..., Lp;1,...01) = {zeR"||apz|<lpouri=1,... ,n},
not
= Il(ay,...,an).

Ceci permet d’introduire une notion naturelle de dualité sur les parallélépipedes.

Définition 1.1.13 Les parallélépipédes 1l(ay, ... ,a,) et ll(a},... ,al) sont dits DUAUX (ou

'
réciproques) si (ay, ... ,a,) et (aj,... ,al,) sont des bases de R™ duales I'une de I'autre.

»'n

Le théoreme de Mahler qui suit répond a la question naturelle suivante : si II et II’ sont
deux parallélépipedes duaux, que pouvons-nous dire de A\ (I'), ... ;A\, (IT") et g, (IT'), ... , g, (IT')
par rapport a A (I1), ..., A, (I1) et g1 (I1), ... , g (1) ?

Théoréme 1.1.14 Sill(ay,... ,a,) et (aj,... ,ak) sont des parallélépipédes duaux de min-
ima successifs A1, ..., \, et \],... A\ respectivement. Alors :

(1.9) Vie{l,...,n} A< A\ < AT,

ot les constantes induites par (1.9) ne dépendent que de m. De plus si g; = g;(I) pour
i=1,...,n sont comme dans le Lemme 1.1.4, et si (g})1<i<n est la base duale (g;)1<i<n, alors
(1.10) Vie{l,...,n}, Vie{l,...,n}, |aj.g}| <\

10



PREUVE : Comme g; € NI, il existe z; € II avec g; = \jz; d'out a;.9; = Na,.x; et
Vi, j, |ai.gj| < Aj. Posons E = |det(g1,...,9s)| ; nous avons alors 1 < E < nl?. En effet
g1, - - - , gn sont indépendants et entiers donc E' > 1 est clair ; 'autre inégalité vient de :

E=MX...\N|det(zq,...,2,)] < A... A\, n! 27" VolII < n!?.

La derniere inégalité résulte du Théoreme 1.1.11, tandis que ’avant-derniere résulte de 1'obser-
vation suivante : comme II est convexe il contient {Y | t;z;, [t1] + ...+ |t,] < 1}, ensemble de
volume 2" /n!| det (21, ... ,x,)|. Considérons la matrice A = (a;.9m)1<i.m<n. En écrivant les gi
sur les aj et les g7 sur les a;, on vérifie que :

n
> aig a}.g] = gr-g] = Ok -
i=1
La matrice B = (a;.g;)1<ij<n est alors I'inverse de la matrice ‘A. D’ott a;.g; = A/ det A,
A;; étant le cofacteur de a;;. Ceci va nous permettre de déduire I'inégalité (1.10). En effet, en
écrivant les a; et les g, sur la base canonique de R" et en utilisant det 'M N = det M det N il
vient |det A| = DE. D’ou les inégalités, pour 1 <i,j < n:

| Ay

%951 = T A
(’I’L — 1)')\1 . )\j—l)\j-i-l e >\n

< DE (car |a;.gj| < A))
< (=D AD N (car E > 1)
< A; 7! (avec une constante dépendant de n).

En effet D = 2"/ VolIl et nous savons que 27"\; ... A, Vol(II) < 1 (Théoreme 1.1.11).
Montrons maintenant les inégalités de (1.9) ; il s’agit de trouver une constante C' > 1 telle
que C/A\IT* N Z" contienne n + 1 — j vecteurs entiers linéairement indépendants. Pour cela il
suffit de noter que les vecteurs Egj, ..., Eg’ sont indépendants et entiers : si (€;)1<k<n désigne
la base canonique de R™ et G la matrice de (g;)1<i<n dans cette base, la matrice de (E¢;)1<i<n
dans cette base est E {(G™!) = comG qui est enticre.
Les inégalités (1.10) fournissent une constante C' > 1 (ne dépendant que de n) telle que

;. Egt| < C/X;, 1<i,j<n.

Il suit que pour j = 1,... ,n, les vecteurs Egy, ..., Eg; sont contenus dans C/NIT*NZ" et

sont au nombre de n+1— j, donc A}, ; < C)\jfl, ce qui prouve le premier membre de (1.10)
modulo le changement d’indice j — n+ 1 — j. Le second membre s’obtient en remarquant que

2" 2™
Vol IT Vol IT* = — 4n
ey [det (a1, ..., an)| | det (af, ... ,a%)] ’

» N

d’ou les inégalités :

AL AT AT 47" Ay A, VolII A7 ... A7 Vol IT*
— (Théoréme 1.1.11),

AV
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dont nous déduisons finalement :

T AN = (H )\;)\nﬂ_j) A A1 << A A1
J#i
pour ¢ =1,...,n, ce qui acheve la preuve du théoreme de Mahler. m
Dans la preuve du théoreme des sous-espaces fort, nous aurons besoin a partir d'un par-
allélépipede IT de R™ pour lequel A\, ; ne possede pas une certaine propriété de construire

un parallélépipede de RY (N a déterminer) pour lequel Ay_; posseéde cette propriété. Cette
construction utilise I’Algebre de Grassmann et les parallélépipedes composés de Mahler.

1.2 Algebre de Grassmann et parallélépipedes composés
de Mahler

Dans toute cette section C'(n, p) désigne 'ensemble des p-uplets d’entiers (i1, ... ,,) qui satis-
font 1 <i4; <--- <1, <n, de sorte que C(n,p) contient [ = C? éléments. La base canonique
de R™ est notée (eq,...,e,).

1.2.1 L’Algebre de Grassmann

Définition 1.2.1 On note R} le R-espace vectoriel engendré par les symboles e;, \- - -Ne;, = E,

oo = (i,...,i,) € C(n,p), et on définit pour un multi-indice 1 < jy,... ,j, <n
I o e(o)ey, Ao Ney, sioo envoiel <idy < --- <idp <mosur (fi,...,0p) -

Lemme 1.2.2 On fait de R} un espace euclidien de dimension [ en posant pour (o, 7) € C(n,p)

1 sio=rT,
0 sinon.

Ey By =8y = {

Définition 1.2.3 On appelle ALGEBRE DE GRASSMANN de R, le R-espace vectoriel
G, = PR,
p=0

muni du produit extérieur noté A, défini par les formules

(1.11) INT = 1,
LA (e, Ao Ney,) = (e A= ANe, )N =e; A~ Nejy,
(112) (eil/\---/\eip)/\(ejl/\---/\ejp) = eil/\---/\eip/\ejl/\---/\ejp,

qu’on prolonge par R-linéarité. On obtient ainsi une R-algebre associative.
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Nous poursuivons maintenant par une série de lemmes techniques mais utiles pour calculer
dans (G, +,A). Nous devons tout d’abord savoir développer un élément de R} sur la base
canonique.

Lemme 1.2.4 Supposons que x; = Z?Zl &ije; pour 1 <4 < p. Nous avons alors I'écriture

BN Az = Y &E,

ceC(n,p)
ou par définition &, = det (§;, )1<ik<p 51 0 = (J1, ..., Jp) -

PREUVE : Les deux termes de la formule a démontrer sont des fonctions linéaires de x;, 1 <
t < p de sorte qu’il suffit de la démontrer lorsque x; = ¢;,,1 <@ < p, avec 1 < jy,...,j, < n.
S’il existe deux entiers [ et I’ pour lesquels j; = jy, ona x; A---Az;, = 0 par définition, et {, = 0.
Sinon puisque les deux membres se comportent de facon identique quand on permute les x;, on
peut supposer que 1 < j; < --- < j, < n. Alors d’apres la Définition 1.2.1, ¢;, A---Ae;, = E,

pour o = (j1,...,Jp). 1l suffit donc de vérifier que & = 1si 7 = o et £ = 0 sinon, ce qui est
clair. m
Lemme 1.2.5 Pour (z1,...,z,) € (R")?, nous avons I'équivalence :

TN Nxp=0<<= x1,...,7, sont linéairement dépendants .

PREUVE : Par le lemme précédent, dont on garde les notations, 1 A --- A x, = 0 sig-
nifie que & = 0 pour tout ¢ € C(n,p), c’est-a-dire que tous les mineurs d’ordre p de la
matrice (&;;)1<i<p1<j<n sont nuls, ce qui équivaut finalement a dire que le systeme de vecteurs
(21,...,7,) est de rang strictement inférieur a p, ce que nous voulions. m
Lemme 1.2.6 Soient (xy,...,x,) et (yi,...,y,) deux p-uplets de vecteurs linéairement indé-

pendants de R"™. Alors
Rz @-- @Rz, =Ry1 @---ORy, <= Ryy A--- Ay, =Ry A--- A,

PREUVE : SiRy; @--- @Ry, = Ry & --- @ Ra, nous pouvons écrire y; = > 0 a;;x;,
A = (a;j)1<i j<p étant inversible. Or pour toute permutation o € S,, nous avons :

LL’U(l)/\“'/\IU(p):€<0)$1/\~-~/\5L’p,

ce qui permet d’obtenir que y; A --- Ay, = (det A)xy A --- A xp, et le second membre de
I'équivalence. Réciproquement supposons y; A --- Ay, = Axy A --- Axy, A € R*. Alors nous
avons Y1 A--- Ay, Az; =0 pour ¢ = 1,...,p donc par le Lemme 1.2.5, z; € Ry; @ --- © Ry,
d’ou le premier membre de I'équivalence. m

Lemme 1.2.7 (IDENTITE DE LAPLACE) Soient (z1,...,x,) et (yi,...,y,) deux p-uplets de
vecteurs de R™. Alors

Ty A Ny A Ay = det (259514, <p -
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PREUVE : Le lemme résulte des trois observations suivantes :
— les deux membres sont des fonctions linéaires de x1,... ,Zp, y1,... ,Yp ;
—si o et 7 sont deux permutations et (iy, ... ,i,) € C(n,p), (ji,--- ,jp) € C(n,p), alors

1. €o(i) N+ N €0 (ip)-€7(j1) VANRIEIAN er(jp) = 6(0)6(7‘)&1 A A €i,-€j, FANEICIAN €,
2. det (o (i) Yr(i 1<ki<p = €(0)€(T) det (i, -yj ) 1<ki<p ;

— d’apres la Définition 1.2.10, e;; A--- Aeg.ej A---Nej, = Eg. B = 05r, €t

p
det (e;,.€j,)1<ki<p = E Heik-ejs(k)-

s€Gp k=1

Un terme de ce dernier déterminant est non nul lorsque i, = jy) pour tout &k =1,... ,p. Ceci
n’a lieu que pour s = Id, c’est-a~-dire 0 = 7. ®

Lemme 1.2.8 Soient (xq,...,x,) € (R")"™.
Pour 7 = (j1,... ,jp) € C(n,p), posons X, = x;, A---Awx; . Alors

det (X,)reomyp) = (det (1, .. 2,))"".

PREUVE :  Si (z1,...,2,) = (e1,...,€,), les deux membres de la formule valent 1. Si
x1,...,x, sont dépendants, le membre de droite vaut 0, et il existe 7 € C'(n, p) tel que X, =0,
donc les deux membres sont égaux. Reste le cas ou (21, ... ,x,) est une base. Dans ce cas c’est
I'image de (eq, ... ,e,) par une composée d’applications du type :

Di(A) = ([RM"  — (R™)"
(T1,... ,2y) +— (X1, ATy )
Bi(x) R — (R™)"
(X1, ) > (X1, Ty X AT, Ty)
H‘/—/

J

Sous Deffet de D;()\), le second membre est multiplié par A7/, et sous leffet de Bj;()), il

est inchangé. D’autre part, sous leffet de D;(\), un vecteur X, est inchangé sauf si lorsque

T = (J1,...,Jp), il existe | compris entre 1 et p tel que j; = i. Le nombre de tels 7 étant
ﬁj = Ip/n, le premier membre est multiplié par A/ tout comme le second. Enfin, sous

effet de B;;(\), regardons ce que devient X, = x;, A---Axj,.

~Sijé&{,. .. ,Jp}, X, estinchangé ,

—sije{j,...,Jptetie{j...,Jp}, X, est encore inchangé ,

—sije{j,... dpreti & {ji, ... dp}, X; devient X; £ AX, pour un 7" € C(n,p) convenable,

donc globablement le premier membre est inchangé. Nous concluons que la formule est toujours

vraie. m

Le lemme suivant nous donne un moyen simple de déduire des bases duales de R} a partir
de bases duales de R".
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Lemme 1.2.9 Soient (a4, ... ,a,) une base de R" et 1 < p < n. Pour 0 = (iy,...,1,) €
C(n,p), posons Ay = a;; \---Aa;,. Alors

(i) (As)scc(nyp) est une base de R} |

(ii) Si det (a1, ... ,a,) =1 alors det (Ag)occmnp) =1 ,

(iii) Si (a3}, ... ,a}) est la base duale de (a4, ... ,a,), et si pour o = (iy, ... ,i,) € C(n,p), nous

posons Ay = aj, A -+ Naj , alors (A7)secc(np) est la base duale de (Ag)sec(np) -

PREUVE : Les points (i) et (ii) sont une conséquence immédiate du Lemme 1.2.8. Quant
au point (iii), il résulte de I'identité de Laplace (Lemme 1.2.7). m

Nous avons a ce stade tous les outils nécessaires pour expliciter la construction dont nous
parlions en introduisant cette section.

1.2.2 Les parallélépipedes composés de Mahler

Nous conservons ici toutes les notations du dernier lemme de la section précédente, et de la
remarque précédant la Définition 1.1.13.

Définition 1.2.10 Au parallélépipéde T1(ay, . .. ,a,) de R™ on associe le p-iéme PARALLE-
LEPIPEDE COMPOSE DE MAHLER II?) = II((A4,)yec(np)): & savoir I'ensemble

{(X eR) | [A;. X| <1, pouro € C(n,p)}.

Si nous connaissons Ay (IT), ..., A, (IT) et g1 (1), ... , g,(II), que pouvons-nous dire des quan-
tités correspondantes pour II®) ? La réponse est 'objet du théoreme de Mahler qui suit.
Toutefois nous avons besoin de quelques notations préalables.

Définition 1.2.11 Si\q,..., A, sont les minima successifs de Il = Il(ay, ... ,a,), nous définis-
sons pour o € C(n,p),
Ao =[] M.

k=1

En outre nous supposons que C(n,p) est ordonné de sorte que I'application T +— A, est crois-
sante. Ses éléments peuvent alors s’écrire A,,,1 < i <[ (rappelons que | = C?). Si g; = g;(1I)
pour i =1,...,n, nous définissons enfin pour o = (iy,... ,i,) € C(n,p),

Go=gu N Ngi, -
Remarquons qu’un ordre sur C'(n, p) satisfaisant les exigences de la définition ci-dessus n’est
pas forcément unique, puisqu’en général 'application 7 — A, n’est pas injective. Nous pouvons

maintenant énoncer le théoréme.

Théoréme 1.2.12 (MAHLER) Soit Il =1l(ay, ... ,a,) un parallélépipéde de minima successifs
Al < oo < Ay avee g; = ¢;(II) pour i = 1,... ,n (cf. Lemme 1.1.4). Considérons le p-ieme
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parallélépipéde composé de Mahler TI®?) = I((As)sec(nyp)), €t notons vi,... v ses minima
successifs. Avec les notations de la Définition 1.2.11, nous avons

(1.13) V(o,7) € C(n,p) x C(n,p), |As.G-| < plA;,
et
(1.14) Vi=1,...,0, \sy K1y < Ay,

ot les constantes ne dépendent que de n.

PREUVE : L’identité de Laplace nous montre que pour (o,7) € C(n,p) x C(n,p) :

14,.G,| | det (ai,-gj ) 1<ki<o|

Zseep [Tk @iv-g5

Zseep Aip - A, car ag, g5, < A,
P .

VAVANRVANI

Cela prouve 'assertion (1.13). Observons qu’alors les (G) cc(n,p) constituent I vecteurs en-
tiers indépendants contenus dans le parallélépipede p!\, II®) d’apres (1.13). Nous en concluons

que v; < plA;, pouri=1,... L

Puisque d’autre part nous avons [['_; Ar, = (A1... A\y)! << 1, ot t = CP~ |, ainsi que vy ...y >
1, nous pouvons en déduire que A, < v; pour ¢ = 1,...,[l. Ceci acheve de prouver l'assertion
(1.14). m
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Chapitre 2

Lemmes polynomiaux et théorie de
I’indice

Nous avons regroupé dans ce chapitre la plupart des outils polynomiaux utilisés dans la preuve
du théoreme des sous-espaces. Dans la premiere section, nous donnons des conditions pour
qu'un polyndéme s’annule sur un produit de sous-espaces vectoriels, puis quelques lemmes et
définitions qui seront utiles dans la section suivante, ol nous présentons deux notions d’indice
(qui généralisent la notion bien connue d’ordre d’une racine). Les deux derniéres sections
donnent des résultats de majoration, puis de minoration de ces indices.

2.1 Un lemme d’annulation
Commencons par introduire une notation commode.

Définition 2.1.1 Soit n > 1 et s > 1 deux entiers, ainsi que 1 < g < n — 1. Soient également
(wi,...,w,) € (R")?. Le GRILLAGE de taille s et de base (w1, ... ,w,) est 'ensemble :

q
L(s,wy, ... ,wy) = {Zhiwi\lghigspourizl,... ,q} )

i=1

I'(s,wy, ... ,w,) est un grillage sur un sous-espace vectoriel H de R™ si de plus H = Rw; @&

Nous allons montrer en deux étapes le résultat suivant : un polynome de degré convenable
en m blocs de n variables s’annule sur un produit de m sous-espaces vectoriels de R™ des que
lui et ses dérivées d’ordre suffisamment grand s’annulent sur un produit de grillages sur ces
sous-espaces. Pour cela, nous commencons par traiter le cas d’un seul bloc. Dans la suite, nous
identifions polynomes et fonctions polynomes chaque fois que cela est nécessaire.
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Lemme 2.1.2 Soit P(Xy,...,X,) € R[Xy,...,X,], r un entier avec deg P <r, s € N*, T un
grillage de taille s sur un sous-espace vectoriel de dimension 1 < ¢q < n—1ett € N tel que
s(t + 1) > r. Supposons que

at1+"'+tn
oX " ... X,

P=0surl pourt;+---+t, <t.

Alors P=0 sur H.

PREUVE : Notons (eg,...,e,) la base canonique de R™. Nous commengons par nous
ramener au cas o I = I'(s, ey, . . . ,eq) et H=Re; @ --- @ Re,.

Soit T'(s,wy, ... ,w,) le grillage donné sur H. Comme R" = H & H*, si (wgi1,... ,wy) est
une base de H+, (wy, ... ,w,) est une base de R™. Soit u I'élément de G, (R) tel que u(w;) = e;
pour i = 1,... n. Le groupe GI,(R) agit sur R[X,...,X,] par :

GL(R) x R[Xy,...,X,] — R[Xy,..., X,

(v, P) — v*xP=Pouv!,
et u envoie T'sur T' = ['(s, ey, ... ,e,) et H sur (Reg 1 @ --- @ Re,)". Les deux faits suivants
(2.1) P s’annule sur I' <= u % P s’annule sur u(I'),

Gir+-+tn Htit++tn
P =
0X," ... 0X, 0X," ... 0X,

(2.2) u (ux*P),

montrent que si le lemme est vrai avec I et Rey @ - - - Reg, il est alors vrai pour I' et H.

Nous supposons donc dans la suite que T =T et H = Rey @ -+ D Re,. Nous devons donc
prouver que Q(Xy,... ,X,) = P(Xi,...,X,0,...,0), de degré au plus r, est nul si ses dérivées
d’ordre au plus ¢ avec s(t + 1) > r s’annulent sur les s? points entiers (hq, ..., h,),1 < h; <s.
Procédons par récurrence sur q. Si ¢ = 1, le polynome Q) (X;) s’annulant en 1,...,s pour
0 <[ <t, on en déduit que Q(X;) a au moins s(t+1) > r zéros, compte tenu des multiplicités.
Donc Q(X;) = 0 puisque @ est de degré au plus r. Supposons maintenant le résultat vrai
jusqu’a ¢ — 1 et montrons-le pour ¢ > 2. Pour 1 < h < s, désignons par e, le plus grand entier
tel que (X; — h)°r divise Q). Nous pouvons alors écrire

S

(2.3) QX1,..., Xy) = R(Xy,..., X,) J](X1 = h)er.

Il s’agit alors de prouver que e “/ min {e1,...,es} > t+1, et le cas déja traité d'une variable
donnera la conclusion. Supposons donc au contraire que e < ¢, par exemple e = e;. En dérivant
(2.3) ey fois par rapport a X et en évaluant en (1, Xs, ..., X,), nous trouvons

o1 °
2.4 X, X =elR(1,Xs,... , X 1— h)e.
(2.4) 8X161Q( 1 q)|x1:1 (1, X2 ) [J-h

h=2
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R(1,X,,...,X,) est proportionnel a % (X1, ... ,Xq)|X .
=

a ¢ — 1 variables, et (2.4) dit que ses dérivées d’ordre au plus ¢ — e s’annulent sur les s~ points
entiers (hs,...,hs),1 < h; <s.

Par hypothese de récurrence, puisque s(t — e + 1) = s(t + 1) — se > r — se, le polynéme
R(1,X,,...,X,) est nul, donc (X;—1)*"! divise Q(X1, ..., X,). C’est impossible par définition
de e = ey, et ce dernier est donc nul, ce qui montre le lemme. ®

, de degré total inférieur a r — se

Nous pouvons maintenant traiter le cas de m blocs.

Lemme 2.1.3 Soit P € R[(Xp1, ... , Xpn)n=1... .m| de degré au plus ry, en les variables X, . .. ,
Xp, pour h=1,... ,m. Soient I'y,... I, des grillages sur des sous-espaces vectoriels Hy, . .. ,
H,, de R™ de dimensions respectives qi, ... ,q, comprises entre 1 et n — 1, c¢’est-a-dire :

Iy = F(sh,wgh), . ,wé’;)) si Hy, = ngh) ®--- @Rwéﬁ), s, € N*™.

Soient ty, ... ,t,, des entiers avec sp(t, +1) > r,, h=1,... ,m, et posons enfin

H:ﬁHh etF:ﬁFh.
h=1 h=1

Supposons que pour

n
Z="(t11y--- s tin; " stmiy - -« s tmn) avec Zthi <ty, h=1,...,m,
i=1

nous ayons

t11+"'+tmn
def 0
pr=

= OX. ﬁantmnP =0surl.

Alors P=0 sur H.

PREUVE : Lorsque m = 1, c’est le lemme précédent. Supposons le résultat vrai jusqu’au
rang m — 1 et montrons-le pour m > 2. Pour (z,,...,z,, ;) arbitraire dans I'y x - -+ x [';;,_q,
le Lemme 2.1.2 dit que :

Q(Xm:L’... 7an> = P(£17... 7£m—1;Xm17"' ,an)

s’annule sur H,,. Pour z € H,,, 'hypothese de récurrence dit que :

Qu(Xyr - X)) = Py, X, 2)

yLAm—1r&
s’annule sur H; X -+ x H,_ 1 donc P = 0 sur H (X, désigne bien sir le bloc de variables
(Xhla c. ,X}m)). |

Dans les sections suivantes nous travaillerons constamment avec des polynomes en m blocs
de n variables. Pour rendre plus concis les énoncés, il est utile d’introduire des notations
efficaces.
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Définition 2.1.4 Nous désignerons toujours par A la R-algébre des polynémes en les nm
variables (n > 1,m > 1)

Xity oo Xy Xony oo s Xops o 5 Xty oo, X
Nous écrirons souvent un élément P de A sous la forme

P(Xy,.... X)) =Y a(l,... . L[)X5 . X1t

ott I, est un multi-indice de longueur n, et X, a le sens habituel.
Pour P € A, H(P) désigne le maximum des valeurs absolues des coefficients de P. Par Z, nous

entendrons toujours un multi-indice du type (i11,... 4105 " ;%mly- -« »bmn) qUE NOUS écrirons
parfois (1,,...,1,,). Avec ces notations, nous posons

1 alll‘i"‘l’lmn
(2.5) Pt = P.

i) ! X111 DX

La notation r désignera toujours le m-uplets d’entiers strictement positifs ry,... ,r,, et, I et
r étant donnés,

m

(2.6) (Z/r) = Z L R ) .

.
h=1 h

Le lemme suivant nous donne une estimation de H(P%) en fonction de H(P) lorsque P a
des coefficients entiers.

Lemme 2.1.5 Soit P € Z[X,,... ,X,,] homogéne en X, de degré r, pour 1 < h < m. Alors
pour tout Z,

() PLeziX,,. . X,]

(ii) H(PT) < 2nt-+rmH(P) .

PREUVE :  Pour (i), il suffit de vérifier que 72" P € Z[X,,... , X,,] car les dérivations
.. rk! 0Xpi Rk m
sont linéaires et commutent.
Pour (ii), il suffit, par linéarité, de vérifier le résultat pour les monémes. Orsi J = (J;,...,J,,),
J J \Z 11 Jmn J—TI J—I
(XD X, I = ( ) ( )Xﬁ Do X, Dm
111 tmn

et le produit de coefficients binomiaux se majore par 2"+ grace & ’homogénéité de P. m

Nous aurons besoin d’une notion de hauteur pour les éléments du corps Q(ay, ... ,q,) ou
ai, ... ,q, sont des entiers algébriques réels.

20



Définition 2.1.6 Soient a, ... ,«, des entiers algébriques réels, K = Q(ay,... ,a,) et d =
[K : Q]. I existe une base d’entiers (1, ... , (4 de K/Q, et sa table de multiplication BiB; =
ZZZI CijkBk. Posons C = maxi<; jx<da|cij|. Pour v € K, il existe (x1,...,1q) € Q¢ tels que
v =ux101+ -+ x404. Nous posons alors :

H(v) = Cd? max |z .

1<j<q
La constante C'd? a été placée devant le max pour que le lemme suivant soit vrai.

Lemme 2.1.7 Avec les notations de la Définition 2.1.6, pour (v,0) € K2,
(i) H(y+6) < H(y) + H(9) ,
(i) H(y 0) < H(y) H(9) -

Pour certains Z, nous associons maintenant aux polynomes P? et aux entiers algébriques
a1, ... ,0p, des polynomes P7 qui nous serviront dans la section 2.3.

Définition 2.1.8 Soit P € A homogene de degré rj, en X, pour1 < h < m. Avec les notations
de la Définition 2.1.6, nous posons :

P_’;(XI%-" 7X1n;"' ;Xm27-" 7an):

i . . .
P (—a2X12 — = Xy onXig, oo, Xy
_052Xm2 -t &nan; O‘le27 s 7a1an> 51

Z = (i1,0,...,0; - ;9m,0,...,0).
Ces polynomes possedent les sympathiques propriétés suivantes.

Lemme 2.1.9 Avec les notations de la Définition 2.1.8,
(i) les coefficients de Pj sont des formes linéaires en les coefficients de P ;
(ii) les coefficients v de ces formes linéaires sont des entiers algébriques de K ;
(iii) ces coefficients y satisfont :
H(y) < (4"B)""*™ ot B = max |a;] .
1<i<n

PREUVE : 1l s’agit du Lemme 5B de [Schl], p. 174. Justifions rapidement (i) et (ii).
Q = P? a des coefficients qui sont des mutiples entiers des coefficients de P. Si nous écrivons
@ sous la forme indiquée dans la Définition 2.1.4, nous constatons que le passage de ) a P; se
fait en remplagant X,,... ,X,, par Y,,...,Y  oules Y, sont linéaires en les composantes de
X, pour h=1,... m.
Montrons maintenant (iii). Par homogénéité de P, le nombre de termes de Pj est au plus le
produit des nombres de n-uplets d’entiers positifs de somme r, pour h = 1,... ,m, a savoir,
d’apres le Lemme B de I’Appendice :

rm+n-—1 Tm+n—1 < gn(rittrm)
n—1 n—1 -
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Une analyse attentive montre que ces termes sont du type
+o(T) (‘7”) . (j,’”1> Sy ... S, ol
A Tm

Sp=(aaXpa+ -+ oan;m)j’“_ih(olehQ)jh2 e (ole;m)j’m, pour h=1,...,m.

La formule du multindme montre que chaque coefficient de S, est formé d’un produit de facto-

rielles qui se majore par
(n _ l)Jhl—lh < n'h ,

et d'un monome en «aq, ..., q, qui se majore par B™. Comme le produit de coefficients bino-
miaux en facteur de Si ... S, se majore par 2" au total H(y) est borné par

on(rit4rm) grite+rm H n'™h BTh — (4nB>r1+---+rm ’
h=1

ce qu’il fallait démontrer. m

2.2 Deux notions d’indice

Lorsqu’il a démontré son théoreme en 1955 (cf. [Rot]), Roth a introduit la notion d’indice d'un
polynome par rapport a un point, puis Schmidt 1’a généralisée en une notion d’indice par rapport
a un ensemble de formes linéaires. Nous commencerons par présenter la derniere citée qui est
plus agréable a manipuler, puis la premiere qui demeure tout de méme fondamentalement utile
comme nous le verrons dans la derniere section de ce chapitre.

2.2.1 L’indice de Schmidt
Définition 2.2.1 Donnons-nous m formes linéaires
Ly = anXp + -+ appnXpn, 1 <h<m

a coefficients dans R, non identiquement nulles, et r € N™. Pour c réel positif, désignons par
Z(c) 'ideal de A engendré par les polynémes
L. . L™, ot == 4 2 > c,
™ Tm

de sorte que Z(0) = A, et que I'application ¢ — Z(c) est décroissante. Nous pouvons donc
poser, pour P € A\ {0},

Ind(P,Ly,...,Lyp,r1,... ,7m) =Ind (P,L,r) =max{c>0| P €Z(c)}.

22



Remarque 2.2.2 La définition a un sens car si P € Z(c), le degré de P est minoré par ¢, donc
¢ est majoré. On convient que Ind (0, L, r) = +oo.

Il existe une définition équivalente qui est souvent utile. Puisque les formes linéaires sont
non identiquement nulles, nous pouvons supposer que

L17X127--- 7X1n;"' ;LmaXm27--~ 7an
sont algébriquement libres sur R.

Lemme 2.2.3 Soit P € A\ {0}. Ecrivons (de fagon unique)

P=> alL,
J

ou a; est un polynome en les variables Xia, ..., Xin; -+ Xy, ..., Xy nul pour presque tout
J. Alors
Ind (P, L,r) =min{c € N | 3j € N™ avec a; # 0 et j—h:c}.
J. J ™
h=1

PREUVE : Soit v = Ind (P, L,r). Par définition, il est possible d’écrire

>

(4

NE

h=1

P = g a;LL , ol
J

Par unicité de la décomposition énoncée dans le lemme précédent, a; est nul dans celle-ci pour

tout j tel que > ", 7{—’; < 7. Donc le minimum du membre de droite est au moins ~. Par
ailleurs, soit ¢y réalisant ce minimum, alors P € Z(cy), donc ¢y < 7, ce qui prouve le lemme. =

Une fois ce lemme montré, il n’est pas difficile de voir que I'indice se comporte bien avec la
somme et le produit de polynomes.

Lemme 2.2.4 Soient (P,Q) € A\ {0} x A\ {0}. Alors
(i) Ind (P + @, L,r) > min {Ind (P, L, r), Ind (Q, L, 1)} ,
(ii) Ind (PQ, L,r) = Ind (P, L,r) + Ind (Q, L, 1) .

PREUVE : (i) résulte de la décroissance de ¢ — Z(c) que nous évoquions plus haut.
(ii) s’obtient en écrivant P = P; 4+ P, et Q = Q1 + @2 ou

P1=Z%L17 ,lezblél, Po=P—P, Q=0 —Q et

Jje&1 Jje&
_ ) m S Jn _ _ ) m S Jn _
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En effet, il vient alors PQ = PiQ1 + P1Q2 + PyQ1 + P2 et le Lemme 2.2.3 montre que
PyQ1 a pour indice Ind (P, L,r) +Ind (Q, L, r), alors que les autres termes ont un indice stricte-
ment supérieur a Ind (P, L,r) + Ind (Q, L, r). L’assertion (i) montre donc que Ind (PQ, L,r) =
Ind (@1, L,r) = Ind (P, L,r) + Ind (Q, L, 7). m

Nous terminons cette section par deux applications utiles de la notion d’indice.
Lemme 2.2.5 Soient P € A\ {0} et Z un multi-indice (voir Définition 2.1.4). Alors
(i) Ind (P*, L,r) > Ind (P, L,7) — (Z/r) ,

(i) si (Z/r) < Ind (P, L,r), P? est identiquement nul sur le sous-espace de R™" formé des zéros
communs a Lq, ..., L,,.

PREUVE : Nous écrivons

_ 111 112 i1n im1 im2 imn . jhl
P—%:c(j)Llj X272 X0 LT X e X ,;EZInd(P,L,z),

pour constater que P? appartient & 'idéal engendré par les polynomes

Lljn—in—"'—im o Lmjml—im1—~~~—imn7 avec

]11—111—"'_“"—|—...+‘jm1_lm_'”_lmn > Ind(P,L,r) = (Z/r).
T1 T'm

Cela montre que Ind (P%, L,r) > Ind (P,L,r) — (Z/r) donc (i) est vrai.
Supposons que (Z/r) < Ind (P, L,r). Alors Ind (P%, L,r) > 0 d’apres (i), et il résulte alors du
Lemme 2.2.3 que chaque terme de PZ est nul ou divisible par I'une des formes L1, ... , L,,. Donc

P7 est identiquement nul sur I’ensemble des zéros communs a ces formes, comme demandé en
(ii). m

Lemme 2.2.6 Soit Z le sous-espace des zéros communs a Ly, ..., Ly, et P € A\ {0}.

(i) I existe T avec (Z/r) = Ind (P, L,r) tel que P* n’est pas identiquement nul sur Z,

(ii) si I’hypothése précédant le Lemme 2.2.3 est satisfaite, c’est-a-dire ap; # 0 pour h =
1,...,m, il existe un tel Z du type

Z =(i1,0,...,0;+ ;im,0,...,0).

PREUVE : Nous montrons simultanément (i) et (ii) en supposant directement que ay; # 0
pour h =1,...,m, et en écrivant
P — Z aj/Li .
J

Choisissons j = (ji,... ,jm) tel que % +e 4 i—: =Ind (P, L,1) et a; # 0, ce qui est toujours
possible d’apres le Lemme 2.2.3. Si nous posons maintenant

I:(]17077077jm70770)7
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alors P? n’est pas identiquement nul sur Z, car a;; ne comporte pas la variable Xj; pour

h=1,...,m donc
PT =Y ay (L)

j/

Or a; # 0 par choix de j, et (Li)z est une constante non nulle. m

2.2.2 L’indice de Roth

Il s’agit simplement ici de donner la définition et un lemme qui montre le lien avec I'indice de
Schmidst.

Définition 2.2.7 Pour P(Xy,...,X,,) € Z[X1,..., X et I = (iy,... i) € N™ nous

posons a nouveau

il ! 0X 00X,
L’indice de Roth de P en o« = («q, ... ,ay,) € R™ par rapport a r est

Pl =

P =t {2 BT (i) et Pila) £ 0)

1 T'm

Remarquons que si m = 1, P € R[Xy], r1 =1, oy € R alors i(P,ay,7) n'est autre que
I'ordre de a; comme racine de P. Le lemme qui suit montre le lien entre I'indice de Roth et
I'indice de Schmidt.

Lemme 2.2.8 Soit P(Xy,...,X,,) un polynéme de degré au plus r;, en X, pour 1 < h <m,
et (a1,...,am,) € R™. Alors A
i(P.a,r)=Ind(P,L,r),

ou Ly = Xp1 — apXpe pour h =1, o.,moet P est le polynome obtenu a partir de P en
remplacant formellement X" par X" X" pour 0 < i, <rp et 1 <h<m.

PREUVE : En écrivant la formule de Taylor au point (aq, ... , ), soit :

P(X1,o i X)) = 3 el s dm)(Xy = an) o (X — )™

J

nous nous apercevons que

Z(P7g7£):mln{:i—1—|—...+:i_m C(]l,,jm)§£0}
1 m

car c(j1, ... ,jm) = PUv=Im)(aq, ...  ay,). Or, avec la formule du binéme, nous obtenons

I5(X11, Xior- 5 Xty Xim2) = ZC(JL e Gm) X T X I Ly Ly

J
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Cette derniere inégalité et le Lemme 2.2.3 nous montrent que
A o . jl jm . .
Ind (P,L,7) —mln{—+---+— c(Jiy- -y Jm) 7&0}
1 T'm

Donc N
i(P,a,r) =Ind(P,L,r),

comme annoncé. m

2.3 Minoration de I'indice de Schmidt

Cette section comporte deux théoremes classiquement appelés théoreme de I'indice et théoreme
polynomial. Le premier, étant données des formes linéaires a coefficients algébri- ques, assure,
sous certaines conditions, I'existence d'un polynome P d’indice pas trop petit, et le second nous
donne des renseignements sur la taille des P correspondants.

Nous commencons par une définition.

Définition 2.3.1 Etant donnés P € A\{0}, et une forme linéaire L = oy X1+ - -+, X,, o €
R pouri =1,... ,n non tous nuls, Ind (P, L, r) désigne I'indice Ind (P, L,r) ott Ly, ... , L, sont
les formes linéaires suivantes associées a L

Lp=oa1Xp1+ -+ ap,Xp,, pourh=1,... m.

Théoréme 2.3.2 Soient n et t deux entiers supérieurs a 1, et (o) une famille

1<i<t,1<j<n
d’entiers algébriques réels telle que les formes linéaires
L® = an X1+ -+ X, pourt=1,... t.
soient non identiquement nulles. Nous posons
K; =Q(as1, .- ), A;=[K;:Q|, et A =max{A,... ,A}.
Nous nous donnons
€>0, m>4e ?log(2tA) entier, r comme d’habitude.
Alors il existe P € A\ {0} a coefficients entiers satisfaisant les conditions suivantes.
(i) P est homogéne de degré r, en X, pour 1 < h <m |,

(i) Pouri=1,...,t, Ind (P,L", r) > (% — e) m,
(iii) H(P) < D™t ot D ne dépend que de (o)

1<i<t1<j<n -
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PREUVE : Nous devons construire un polynome a coefficients entiers dont les valeurs
absolues sont bornées par une certaine constante. Nous allons donc chercher a appliquer le
lemme de Siegel (Lemme A de I’Appendice). Il nous faut pour cela estimer le nombre M
d’équations liant les coefficients cherchés qui seront les inconnues, au nombre de N, et montrer
que N > M. Si nous montrons ensuite que la borne donnée par le Lemme A est inférieure a
une quantité du type de celle demandée dans le point (iii), le théoréme sera montré.

Remarquons tout d’abord que nous voulons P homogene de degré r, en X, a coeflicients
dans Z, donc P est a chercher sous la forme

P = Z C(jlla e ,jmn)anH e anjmn avec C(jlla Ce ,jmn) - Z .
(Jn1s-sdnn) ENT
JhitFIhn="h
1<h<n
Nous déterminons maintenant le nombre d’équations que doivent satisfaire les coefficients, en
analysant le sens des conditions (ii). Ainsi, moyennant I’hypotheése (non restrictive) que aq; # 0,
le Lemme 2.2.6 montre que (ii) est satisfaite pour i = 1 dés que pour

m .
Z = (i1,0,...,0;- ;im,0,...,0), ZZ—h < (l—e)metOSihgrh, 1<h<m,
n
P7 est identiquement nul sur le sous-espace de R™” formé par l'intersection des zéros des
polynomes Lgl e LY définis dans la Définition 2.3.1. En nous reportant a la Définition 2.1.8,
nous constatons que cela signifie que P; est identiquement nul. Mais, P étant homogene de
degré rj, en X, pour h =1,... ,m, une étude attentive montre que P% est homogene de degré
rp — i en X, donc que P est homogene de degré ry, — i en Xpo, ..., Xp, pour h=1,... m.
D’apres les lemmes B et C de I’Appendice dont nous utilisons les notations, Pf a donc au plus

Si(in) - fon(im)

coefficients. Mais d’apres le Lemme 2.1.9, chaque coefficient de P est une forme linéaire en les
coefficients de P, dont les coefficients sont des entiers algébriques du corps K satisfaisant

H(y) < ("B, ot By = miax |aw

chacun des v étant lui-méme la donnée de A; éléments de Z de valeurs absolues inférieures a
(4™ By)m -t Ainsi pour que (ii) soit satisfaite pour ¢ = 1, les coefficients ont & satisfaire au
plus A; M~ (cf. Lemme C de I’Appendice) équations linéaires homogenes a coefficients entiers
bornés par (4"B;)"+tm Toujours d’apres le Lemme C,

AM- < ri+n—1 Tm+n—1 Y
n—1 n—1
-1 m -1\ 1
< A1(T1:L_il1 )(T ;L_nl )ﬂ par choix de m
< EsiN: ntn—1 Tmtn =1 ,
2t n—1 n—1



N étant aussi égal a (Tlff;jz"*z) . (r’”ffl’fgnd), qui est le nombre de coefficients de P;. Le

nombre M d’équations a satisfaire par ces N inconnues est au plus

N
tx — < —,
2t = 2
donc N > M et le Lemme A de I’Appendice s’applique, et fournit un polynéome P # 0 satis-
faisant (i), (ii) et dont les coeflicients sont bornés par

ri+n-—1 Tm+n—1
"1

(NA)M/(NfM) S NA = ( )A S 2n(r1+...+rm)A

n—1
sachant qu'une borne pour les coefficients des M équations est

A = (4" max B;)" Tt
1<i<t

Ainsi nous pouvons conclure que

H(P) < gn(rit-+rm) A — Drit-+trm oY nous posons D = 8" {Ea}t B, .

Cela montre que P ainsi construit satisfait aussi (iii) puisque les B; ne dépendent que de
(@) 1<icticicn ®
Théoreme 2.3.3 Nous reprenons toutes les hypotheses du Théoreme 2.3.2, mais nous sup-

posons de plus que
n=tet det (LWY,... , LM)#£0.

Soit P le polynéme fourni dans ces conditions par le Théoréeme 2.3.2. Alors pour tout T nous
pouvons écrire

(2.7) PT =", ) LV L LI
J

De plus, nous avons les résultats suivants :

(1) 1l existe une constante E ne dépendant que de () telle que

VI, vJ |dI(j11, - 7jmn)| < EritetTm ’
(i) Si (Z/r) < 2em, d*(ji1, - - -, jmn) = 0 dans (2.7) sauf si

ijjh_k om
b1 Th n

< 3mne pour 1 <k <n.
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PREUVE :  L’hypothese det (L™M,... L(™) £ 0 permet de montrer que les éléments
(ngk))lghgm,lgkgn sont algébriquement libres, sinon (Xpnk);<p<pm1<p<, D€ le seraient pas. Si
nous développons PZ sur cette derniere famille, nous obtenons que c(ji1,. .. , jmn) sont bornés
par (2D)" T grice aux conditions (i) et (ii) du Théoreme 2.3.2 et au Lemme 2.1.5. Lorsque
nous passons de cette écriture, a I’écriture (2.7), il faut tenir compte d’une “matrice de passage”

des (Xpy) aux (Lgf)). Si nous désignons par G le maximum de 1 et des valeurs absolues des
coefficients de cette matrice, nous constatons apres quelques calculs que chaque terme

T/ - . J11 j
C (]117--- 7]mn)X11 an m

a, comme polynome en les (L;lk)), des coefficients bornés par (2DnG)™ "+ Mais d’apres le
Lemme B de I’Appendice, il y a au plus

<T1 + n-— 1) o <Tm + n-— ]') S 271(7"1+"'+7"m)
T T'm

tels termes dans I'écriture (2.7), donc
Z (i1, -+ s )| < (272D Gt EL pritetrm
Cela prouve (i).
Vérifions maintenant le (ii). Le théoreme de l'indice (Théoréme 2.3.2) nous dit que :
1
Ind (P, L™ r) > (— — e) mpour 1 < k<n,
n

et le Lemme 2.2.5 assure que

1 1
Ind (P%, L™ r) > Ind (P, L™, 1) — (/1) > <— - e) m — 2em = (— - 36) m

n n

Donc la définition de I'indice montre que si d*(ji1, ... , jmn) # 0, alors c’est que > -, ]:: >
(% — 36) m, ce qui conduit & I'une des deux inégalités induites par (ii). Pour obtenir l'autre, il

suffit d’observer que P est homogene de degré rj, en X, donc P est homogene de degré au

plus r, en X, pour h =1,... ,m, ce qui implique :
]hk<1pourh_1 m,
Th
k=1
d’ou
Jhk N~ Jhk Jhk m
— = < —— 1 <0.
Sy a3 msomz(( )-2) <o
k=1 h=1 h=1 k=1 k=1 h=1

Cette derniere inégalité, jointe a la partie de (ii) que nous avons déja prouvée, montre que

(Z jhk) < < 3me(n — 1) < 3men.
Th n

h=1

C’est précisément 'autre inégalité que nous voulions, donc (ii) est prouvé. m
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2.4 Majoration de I’'indice de Schmidt

Dans cette section, nous donnons des conditions suffisantes sous lesquelles un polynome P de
A non nul a un indice de Schmidt petit. L’idée consiste a majorer 'indice de Schmidt par
I'indice de Roth d’un polynéme P convenablement construit, puis d’invoquer le lemme de Roth
classique, que nous énongons ci-apres.

m—1

w=24.2""" (i)2 , € N™ tels que

Lemme 2.4.1 (LEMME DE ROTH) Soient 0 < € < <5 5

127
(2.8) wry > rpy1, pour 1 < h <m.

Soient aussi 0 < v < 1 et p1/q1,... ,Pm/qm des rationnels écrits sous forme irréductible, avec
dénominateur positif satisfaisant

(29) thh Z Qf/rla 1 S h S m,

(2.10) @ >2" 1< h<m.
Si P(X1,...,Xnm) € Z[X1,...,Xn] \ {0} est de degré au plus r, en X, pour 1 < h <m et
(2.11) H(P) > ¢“".

1| P, (—1, ,p—m),f <e.
q1 qm

PREUVE : Elle se trouve par exemple dans [Rot|, dans le chapitre 5 de [Schl], ou encore
dans [Hab] (Théoreme 8 du chapitre 2). m

Alors :

Remarque 2.4.2 La constante w intervenant dans le Lemme 2.4.1 est petite ; en uti- lisant
des méthodes faisant appel a la géométrie algébrique décrites dans [EdE], J.-H. Evertse est
parvenu a 'augmenter sensiblement (cf. [Eve]) et a montré :

Lemme Soit P(Xy,...,X,,) de degré en X, inférieur a ry, tel que

. 2m3
rp > wi(m, €)rpq, ot wi(m,e) = —

Soient %, o ,Z—: des points de Q avec (p;,q;) =1 et ¢; >0 pouri=1,... m, tels que

3m3\ "
thh > <5r1+...+rmH<P>>w2(m,6) ol w2<m’ 6) — (ﬂ) .

€
1| P, (—1,...,p—m>,£ <e.
q1 qm
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Cette remarque étant faite, voici le théoreme annoncé ci-dessus.

Théoréme 2.4.3 Soient 0 < € < -

5, m > 1 un entier, et

2m—1

w=242"m <i> <1.
12
Soient r, ... T, des entiers strictement positifs tels que
(2.12) rpw > Tpy1, pourh=1,... m.
Soit n > 2 un entier et supposons disposer de polynomes linéaires non nuls en n variables,
My, ..., M, a coefficients premiers entre eux. Supposons que 0 < I' < ¢ (ot q o - 1), et
que
(2.13) H(M,)™ > H(M)"", pourh=1,... ,m,
(2.14) H(Mp)*" > 2°™" pour h=1,... ,m.
Soit enfin P € A\ {0}, a coefficients entiers, homogéne en X, de degré r,, pour h=1,... ,m
satisfaisant de plus
(2.15) H(P)" > HM)*"", pourh=1,... ,m.
Alors
Ind (P,M,r) <e.
PREUVE : Désignons par A = (apx)i1<h<m la matrice des coefficients de My, ..., M,,,
1<k<n

c’est-a-dire que
My, =ap Xp1 + -+ appnXpp, pour h=1,... ,m.

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que H(My) = |api| pour h = 1,... ,m, et
d’apres le Lemme D de I’Appendice, nous pouvons aussi supposer que

(2.16) (an1, an) < |an |9V pour h=1,... ,m.

Si nous désignons par n l'indice de P par rapport a M et r, nous savons que P appartient a
Iidéal de A engendré par les polynomes :

My"™ ... M,,"™, pour lesquels E o> n.
T'n
h=1

Nous construisons maintenant le polynome P que nous évoquions au début de cette section.

Nous passons par un intermédiaire P. Si n = 2, nous posons P = P, sinon nous obtenons P
grace 'algorithme suivant.
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1. [Initialisation]
P—rp
2. [Boucle sur les variables]
Pour i =1,... ,m faire
Pour j = 3,... ,n faire
Oéij — UXij (p)
P — P/X;;%
P p(&ﬁ--- s Xity s Xi-1), 0, Xiganys -0 Xy oo 5 X )
Il est clair que cet algorithme fournit pour résultat un polynome
(i) a coefficients entiers ;
(ii) en les 2m variables Xi1, X129, ... , X1, X2 5
(iii) non nul ;
(iv) homogene de degré au plus r, en Xp1, Xpo pour h =1,... ,m;
(
(

v) satisfaisant H(P) < H(P) ;
vi) appartenant a l'idéal de R[ X1, Xio,... , X1, Xin2] engendré par les polynomes

((111X11 + (112X12)i1 . (aleml + am2Xm2)Zm pour lesquels Z 7‘_ > n.
h

P étant construit, nous posons I5(X1~, e, X)) = (Xl, 1;...; X, 1) qui est par conséquent
un polynome non nul, satisfaisant H(P) < H(P) et appartenant a l'idéal de R[Xq, ..., X))
engendré par les polynomes

i1 im
(X1 + @) (X + @)
a1 Am1 he1

Ms
SIS
|\/

Il en résulte que nous avons (P, (%, e Z—:) ,7) >n =Ind (P, M,r) si nous posons
q :Metphzmpourhzl,... ,m
(ahh ahz) (ahla ah2)ah1

Il reste pour conclure, & vérifier que P satisfait les hypotheses du lemme de Roth (2.4.1). La
condition (2.8) est satisfaite puisque c’est la condition (2.12) du théoreme. Les conditions (2.9),
(2.10) et (2.11) vont résulter quant a elles des hypotheses (2.13), (2.14) et (2.15) du théoreme
. en effet, posons v = I'/q, de sorte que 0 < v < 1. Nous observons d’apres (2.16), que pour
h=1,...,m,

H(Mh)l/q _ ‘ah1|1/q _ |ah1‘(lfq)/q+q/q _ |an1| < |an| — qn < H(M,).

lap|“7P9 T (an, ang)
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Donc, d’apres (2.13),
@™ 2 H(My)™* > HOM)™ = HOL)™ 2 77,
qui est exactement (2.9). De méme, (2.14) nous donne
@ = T > H(M,) > 28
qui est exactement (2.10). Et finalement, grace a (2.15), nous obtenons
H(P) < H(P) < H(M)*""* < 717

qui est exactement (2.11) pour le polynome P. Donc le Lemme de Roth s’applique bien et

assure que
Ind (P, M, r) < Ind (15, <ﬂ,... ,p—’”>,g> <ec m
q1 dm

Cette section termine la description des outils utilisés dans la preuve du théoreme des sous-
espaces, qui est I’'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Preuves des théoremes des
sous-espaces et des sous-espaces fort

Ce chapitre est consacré a la démonstration du théoreme des sous-espaces et du théoreme des
sous-espaces fort. Avant d’énoncer ces deux théoremes, mettons en place quelques notations.

Définition 3.0.1 L.,..., L, désignent des formes linéaires indépendantes sur R™ a coefficients
algébriques réels, que nous pouvons donc écrire

Li(z) = Li(xy,... ,x,) = Zal(-j)xj = a;.x, aﬁj) cQNR.

j=1
(af,...,a’) désigne la base duale de (ay, ... ,a,), et ¢ = (c1,... ,¢,) est un vecteur de nombres
réels tels que
(3.1) et =0,

avec, en plus, lorsqu’il n’est pas précisé que seule (3.1) est satistaite,
(3.2) Vie{l,...,n}, |a| <1,

Pour @ > 0, II(Q) désigne le parallélépipede I1(Ly, ... , L,; Q°, ... , Q") (voir Définition 1.2.1)
; ses minima successifs sont notés A\1(Q), ... , \p(Q), et g1(Q), . . . , go(Q) désignent des vecteurs
entiers indépendants de II(Q)\;(Q)NZ™, i = 1,... ,n. La notation M (Q) désigne I'unique forme
linéaire a coefficients entiers premiers entre eux dont la premiére composante est positive, qui
s’annule sur ¢g1(Q), ... ,9,-1(Q). Si Q est de la forme Q; (h € N), M, désigne le polynéme
linéaire en le bloc de variables X, a coefficients entiers premiers entre eux dont le premier est
positif, qui s’annule sur g1(Q), - - . , gn—1(Qp). Enfin pour § > 0 nous posons

Y(e,d)={ie{l,... ,n}|c;+6/2>0}.

C’est un ensemble non vide a cause des hypotheses sur c.
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Nous pouvons maintenant énoncer les deux théoremes.

Théoréme 3.0.2 (DES SOUS-ESPACES FORT) Soit ¢ satisfaisant (3.1). Supposons qu’il ex-
iste un entier 1 < d < n — 1 et une partie D C|1,+oo[ non bornée telle que la famille de
parallélépipedes 11(Q)gep possede la propriété :

VQ € D, M(Q) < M1 (Q)Q .

Il existe alors une partie D' C D non bornée, et un sous-espace vectoriel S de Q™ de dimension
d, telle que la famille de parallélépipedes I1(Q))gep satisfasse

VQ €D, Qui(Q)® - Qgu(Q) =S

Théoréme 3.0.3 (DES SOUS-ESPACES) Supposons que L1, ..., L, soient a coefficients algé-
briques. Alors si ¢ satisfait (3.1), il existe un nombre fini de sous-espaces non triviaux de Q"
a savoir Ty, ... , Ty, tels que I'inéquation

(3.3) |Ly(x) ... Lo(z)] < 2|22, = € Z"\ {0}

oo )

ait ses solutions dans Th U - --UT},.

3.1 Preuve du théoréme des sous-espaces fort dans le cas
d=n—1

Reprenons les notations du Théoreme 3.0.2. Nous constatons qu’il s’agit de prouver que g (Q)
est constant sur D’ sous I’hypothese \,_1(Q) < \,(Q)Q7%,@Q € D. En utilisant le lemme de
Davenport (Théoréme 1.1.12), il est possible de se ramener & I'hypothese \,_1(Q) < Q°,Q € D
(nous le faisons dans le Lemme 3.1.6) qui est plus facile & manipuler car elle signifie que I1(Q)Q~°
contient ¢1(Q), ... , gn—1(Q). Pour montrer que g} (Q) est constant sur D’ (Lemme 3.1.5), nous
extrayons de D une partie D; C D non bornée sur laquelle ¢* (@) vaut en fait un certain
h € IT*(Q). L’existence de ce vecteur h est assurée par le Théoreme 3.1.4, ot nous montrerons
que sous 'hypothese \,_1(Q) < Q~%, nous avons le fait suivant :

Vi€ X(c,6),a;.9,(Q) =0,

pour ) assez grand. La preuve de ce résultat s’effectue par 'absurde, en supposant non borné
'ensemble des Q@ > 1 tels que A\, 1(Q) < Q7% et I'énoncé contraire a celui ci-dessus. Nous
sommes alors capables de trouver

—unréel e >0 |

— des entiers m,rq, ... , 7y

—des réels Qq,...,Qm ,

tels que les données Ly,... , L,,r1,... ,ry, €, m satisfassent les hypotheses du théoreme poly-
nomial (Théoreme 2.3.3). Cela permet d’exhiber un polynéme P € A\ {0} dont nous saurons
montrer grace aux outils développés dans le chapitre 2 que son indice par rapport a (M, r) (cf.
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Définition 3.0.1) est au moins me (Théoreme 3.1.2). Par ailleurs '’hypothese de départ nous
permet d’obtenir des informations sur la taille de ¢ (Q) donc sur H (M) (Lemme 3.1.3) qui im-
pliquent que les hypotheéses du Theoreme 2.4.3 sont également satisfaites, donc Ind (P, M, r) <
€, ce qui est absurde et montre le Théoreme 3.1.4.

Une fois la stratégie mise en place, il n’y a plus qu’a la mettre a exécution.

Commencons tout d’abord par formaliser une remarque que nous avons déja implicitement
utilisée ci-dessus, et qui est omniprésente dans beaucoup des raisonnements qui sui- vront.

Remarque 3.1.1 Les notations étant celles de la Définition 3.0.1, nous pouvons écrire pour

tout @ >0
M(Q)

9,(Q) = FQ) F(Q)eZ, 1< |F(Q)| <n*.

En effet, g} (Q) et M(Q) sont Q-proportionnels puisque tous deux s’annulent sur le sous-
espace Qg1 (Q)®- - -®Qg,,—1(Q). Si E(Q) = det (¢1(Q), . .. ,9.(Q)), il existe d’apres le Théoreme
1.1.14, un entier ¢(Q) € Z avec |E(Q)]g:(Q) = t(Q)M(Q), de sorte que t(Q) divise F(Q). Si
nous posons F(Q) = £F(Q) t(Q), nous avons la relation énoncée.

Il suit que toute information sur la taille de g*(Q) en fonction de @ se traduit en une information
sur la taille de M(Q), et que de toute famille non bornée de réels () > 1, nous pouvons extraire
une famille pour laquelle F'(Q)) ne dépende pas de () appartenant a cette famille.

Théoréme 3.1.2 Soient € > 0,0 < § < 1 tels que 16n% < §, LY = L; (i = 1,...,n) des
formes linéaires m,r satisfaisant les hypotheses du Théoréeme 2.3.3. Continuons a noter E la
constante et P le polynome mentionnés dans ce méme théoreme. Supposons que Q1,...,Qn
soient des réels satisfaisant

(3.4) Qs >2"EetQ,>n(l+e ") pourl <h<m,
(3.5) rilog Q1 < rplogQn < (14 €)rilog @y pour 1 <h <m,
(3.6) M1(Qn) < Q° pour 1 <h <m.

Alors Ind (P, M, r) > me.

def

PREUVE : Ecrivons gp; = ¢:(Qpn) pour h=1,... mett=1,... ,¢g = n— 1. La formule
(3.6) s’écrit alors
(3.7) | Ly (gne)| < QO pourl<k<n, 1<h<m, 1<t<gq.

Le Lemme 2.2.6 nous dit que pour avoir la conclusion du présent théoreme, il suffit de prouver
que P est nul sur le sous-espace de l'intersection des zéros de My, ... , M, dés que (J /1) < em.
Or cette intersection est le produit de m sous-espaces vectoriels de dimension ¢, a savoir

Rg1(Qn) & --- &Ry, (Qr) pour 1 <h <m,
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sur lesquels nous disposons des grillages
Fh - F(Shaghh' .. 7ghq>7sh = [671] + 17 1 S h S m.
Nous appliquons alors le Lemme 2.1.3 qui nous dit qu’il suffit de prouver que

(717"' 77m)€rl X"'XFm et
(PO (vy, ... 4m) = 0 pour ¢ L =(tu,... 7t1n§"'d§tm17--- ,tmn) tel que
thi 4t <ty lef [rpe]l pour h=1,... m,

car sp(ty + 1) = ([e 1] + 1)([rne] + 1) > € 'rpe = rp. En fait, il suffit méme de prouver
(T/r) <2em=V(y,... ,Ym) €ET1 X+ xTp, PY(3,...,%m) =0
puisque

Z+JT/r) = Z)r)+(T/r)

< Em+@+...+@:2em
& Tm

Or nous avons alors ’écriture
(3.8)
PJ(’Vla . 77m) = Z dj(jlla . 7jmn)L1<71)j11 cee Ln(71>jln cee L1<7m>jml cee Ln(’ymymn .
J

En écrivant v, sur la base du grillage I';, nous obtenons les inégalités suivantes pour 1 < h < m
et 1 <k<n:

1 1
[ Le()| < (1 + ;) Qu+0. .. (1 + ;) Q™ d’apres (3.7)

< QpTOT dapres (3.4)
< thk_15n25 puisque 16n%e < § .

En faisant le produit sur h de ces inégalités, nous obtenons

[ Li(m )™ L) < exp (Z(ck—wn%)jhklogcyh)

h=1

(3.9) < exp <(Ck — 15n%) ijhk log Qh)

h=1

car ¢ ne dépend pas de h. Maintenant, le point (ii) du Théoreme 2.3.3 nous dit que
d7 (11, .-, jmn) = 0, sauf peut-étre si

m .

EJh_k m
r n

h=1 I
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Comme le membre de gauche de (3.8) est entier, montrer qu’il est nul, ¢’est montrer qu’il est
strictement inférieur a 1. Or

1
Zjhk log Q;, > r1log Q1 Z - > 1 log Q4 <— — 3ne) m d’apres (3.5),
h

h=1
et

m

> inklogQu < (14 €)rilog Q I

=1 'h
1
< rilogQi(1+¢€) <— + 3ne) m
n
1 .
< rilog @y <— + 7ne) m d’apres (3.5),
n

conduisent a

m ‘ m
> jnklog Qu — 11 log Qi

h=1

< rylog Q17mne, d’apres (3.5).

Nous disposons également de |c; — 15n2e| < 2 (d’apres la Définition 3.0.1, et le fait que 16n%e <
9 < 1). En ajoutant et retranchant r; log Q1m/n a ’argument de exp dans (3.9) et en utilisant
les deux majorations que nous venons d’établir, nous trouvons pour le membre de gauche de
(3.9) une borne du type

QP exp (), a <2, B < rilog Q1. Tnme,
qui peut encore étre majorée par

r1 (e —15n%€)+2r1 . Tmne __ r1 2 (cp, —nme
o wl ) = a ).

En faisant le produit sur k& de ces bornes, et en tenant compte de la borne E™ ™™ pour
d? (j11, - -, jmn) donnée par le Théoréme 2.3.3, nous constatons que chaque terme de (3.8) est
majoré par

m 2
ET1+...+er1r1;(cl+...+cn)—r1n me  __ Er1+ +er —rin2me (car ) 4. "—Cn — 0)

n2
Er1+...+rm (Qlfrle o Qm*T‘mé) T+e d’aprés (35)
Er1+...+er1—7"16 o Qm—rme .

IA A

Sachant que le nombre de ces termes est majoré par 2"+ +) (Lemme B de I’Appendice), le
membre de gauche de (3.8) se trouve borné par

H "EQyS)™ < 1 d’apres (3.4),

h=1
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ce qu’il fallait démontrer. m
Nous réglons maintenant la question de la taille de ¢ (Q) (ou de M(Q)).

Lemme 3.1.3 Supposons que la famille de parallélépipedes 11(Q)) o1 satisfasse

(310) \V/Q > ]-7 An—l(Q) < Q_(S)

(3.11) VQ > 1,3i(Q) € X(c,9) | ajig)-9n(Q) # 0.

Alors il existe six constantes strictement positives C1,... ,Cg ne dépendant que des formes
linéaires Ly, ..., L,, § et c telles que

(3.12) ¥Q > Cs, Q' < H(g,(Q)) < Q%

(3.13) VQ > Cs, QY < HM(Q)) < Q% avec Cy < Cs(n —1).

PREUVE : Nous allons faire usage de théoreme de Mahler sur les parallélépipedes récipro-
ques (Théoreme 1.1.14) pour obtenir la borne supérieure. La borne inférieure viendra pour sa
part d’un argument de type Liouville. Posons

a(Q) = Q “a; dou d;(Q) = Q% pouri=1,...,n.

Par le théoreme de Mahler appliqué aux parallélépipedes duaux I1(a}(Q), ... ,a, (Q)) = I1(Q)

'

et II*(d'1(Q), ... ,d(Q)) = II*(Q), nous trouvons une constante K; > 0 telle que
V(i j) € {L,...,n}? 1a"(Q).g; (@) < Ki(Q)

d’on

(3.14) Vie{l,... 0}, |a].g;(Q)] < Kid(Q) Q™ < K,Q 0D

car en posant Ky = Kin!/|det (Ly,...,L,)|, le Théoreme 1.1.11, le Lemme 1.1.9, et (3.10)
nous montrent que

n!
det (L17 c. 7Ln) )

(@) < M(Q) Anl(Q)g—i Vol I1(Q) < Q1

En écrivant la base canonique sur les a}, nous obtenons que H(g%(Q)) < K3Q'~°"=Y donc

pour
Oy > 00t Q> Ky ", H(gh(@Q) < Q%

et nous avons alors la deuxieme inégalité. Ecrivons (3.14) pour i € . Il vient alors

(3.15) Vi€ T, |a.gh(Q)] < KpQ 0V < QLK.
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Utilisons maintenant la propriété (3.11), en appelant A;‘(Q) le degré du corps de nombres Ki*(Q)
engendré par les composantes de a; . La Remarque 3.1.1 montre que 9:(Q) a des coordonnées
dans Q, avec un dénominateur au plus égal a n!?.

Comme ajg). g (Q)n'*det (Ly, ..., L,) est un entier algébrique non nul, sa norme est au moins
1, mais si o est I'un des plongements de K dans C, 1'égalité

n

|o(aiig)-9a(@))] = Za<a;'k(Q),k)-a(g;,k(Q))‘ =

k=1

montre qu’il existe une constante Ky telle que

(3.16) (o(ai)-9:(@))] = KiH (g:(Q)' @ = H(g;(@))' ™, ot A" = max {A]}.

1<i<n
En confrontant (3.15) et (3.16) nous obtenons A* > 1 et
H(g:(Q)) > KyI, 1Q@@ =)

En posant alors C; = ¢/(3(A* — 1)) nous en déduisons que

6(A*—1)/5

Q> (K4 'Ky) — H(g;(Q)) > Q.

11 suffit donc de prendre
Cg > max {(K471K2)6(A**1)/5’ K3702+5n}

pour obtenir 'assertion (3.12), car les constantes K; a K4 ne dépendent que de Ly,..., L, et
1, ... ,Cy. L'assertion (3.13) résulte pour sa part de (3.12), de la Remarque 3.1.1 et du fait que
la constante Cy peut étre choisie arbitrairement grande, comme le montre la preuve de (3.12).
]

Théoréeme 3.1.4 Supposons que la famille de parallélépipédes I1((Q))g>1 satisfasse
(3.17) VQ > 1, Mo1(Q) < Q0.
Alors il existe ()1 > 0 ne dépendant que de 6, L, ¢ telle que
(3.18) VQ > @1, Vi € X(c,0), al.gr(Q)=0.
PREUVE : Nous procédons comme annoncé dans l'introduction de cette section. Appelons
P ={Q €J1, +oo[ | \i1(Q) < Q7% et Ji tel que af.g;(Q) # 0},

et supposons que P soit non bornée. Nous nous ramenons d’abord au cas ou Lq,...,L,
ont des coefficients entiers algébriques réels. Appelons pour cela d le plus petit commun
multiple des coefficients dominants des polynomes minimaux des composantes de af (i =
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1,...,n). Les formes linéaires L, = dL; (i = 1,...,n) répondent a cette exigence. Si
IT(Q) et (L, ..., L;Q, ... Q) 'application z +— d~'z est une bijection de II(Q) sur
IT'(Q), et il suit que a; = da;, g(Q) = dg;(Q), N;(Q) = d\;(Q) pour i = 1,... ,n. Donc si le
théoreme est vrai pour II'(Q)) g1 il est vrai pour II(Q)g>1. Nous posons maintenant ¢ =n — 1
et faisons un certain nombre de choix en vue d’appliquer les théoremes 2.3.3 et 3.1.2. Choisis-
sons d’abord 0 < §; < 6§ tel que d; < § et € tel que 16n%e < §y, puis A, m,w comme dans les
hypotheses des théoremes 2.3.2, 2.3.3 et 2.4.3 en prenant L) = L, pouri = 1,... ,n. La partie
P étant non bornée, il est possible de trouver )1 € P tel que

Q1 > Cg, Q“C4°/C5 > 93ma® - (9 wCa/Cs > pma® - € > max {2"E,n(1+€")},

(ou les constantes D, E, Cy, Cs, Cg sont celles qui ont été introduites dans le Théoreme 2.3.3 et
le Lemme 3.1.3), puis Qs, ... , @, satisfaisant

wlogQpi1 > 2logQp, h=1,... m—1.

Puisque @, > -+ > @1, il en résulte que I'hypothese (3.4) du Théoreme 3.1.2 : @Q,° > 2"F
pour h =1,... ,m est satisfaite, de méme que

QueCit/C > M’ =1 m

Y

qui nous permettra de vérifier I'hypothese (2.14) du Théoreme 2.4.3. Ayant choisi les nombres
réels QQq,. .. ,Q,, de cette maniere, nous choisissons r, ... ,r, de fagon a pouvoir satisfaire les
hypotheses (3.5) du Théoreme 3.1.2. Pour cela, nous prenons successivement

log @,
T
'S elog

Nous avons alors bien

1 log (1
log @,

entieretrh:{ }+1,h:2,...,m.

rilog Q< ralog Qn < (1+€)ry log Q; puisque log Q> log Quy h=1,... ,m,

ce qui est (3.5). Appliquons le Théoreme 2.3.34¢,m, LY = L;,;i = 1,... ,met r. Nous trouvons
un polynéme P € A\ {0} satisfaisant les conclusions de ce théoreme. Mais par le choix judicieux
de Q1,...,Qm,71,...,Tm, les hypotheses du Théoreme 3.1.2 sont aussi satisfaites. Ainsi

Ind (P, My,... ,My,11,... ,Tm) > me.

En vue d’obtenir une contradiction, nous vérifions maintenant les conditions d’applications du
Théoreme 2.4.3. De (3.5) et du choix de Qp1 en fonction de @y, nous déduisons

o > rn, wlog Qniq >
1+e¢e logQy 1+e€

Zrh-i-la h:]-a"'am_la

car € < 16n% < d; < 1, et (2.12) est donc satisfaite. Pour vérifier (2.13) nous notons que pour
h=1,...,m,Qn € P et Q) > Cg donc

Qn < H(My) < Qu.
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Mais nous avons judicieusement choisi Cy/C5 < n — 1. En posant I' = C4/Cjs, nous aurons
donc 0 < T" < ¢ (ou1 nous posons g =n — 1) et

H(Mp)™ > Q%™ > Q™ > H(My)" /' = H(My)"",
ce qu’il fallait ; il faut noter que la derniere inégalité provient de la chaine d’implication
H(M;) < Q% = H(My)" ™ < Q4% = Q%7 = H(M;)™" /.
Nous avons également
H(My)*" > Q)T = Q«C0™/% > 23" =1, 'm,

ce qui est exactement (2.14). Enfin nous devons vérifier 'hypothese relative a la hauteur de P
(i.e. (2.15)). Or

H(P)" < DTit=+m) (Théoreme 2.3.3))
< DT (car A <1+ w+ w0 et w < 1)
< (@)
< H(My)" O (car Qi < H(M:))
H<M1>WT‘1F

Ainsi toutes les hypotheses du Théoreme 2.3.3 sont-elles bien satisfaites, ce qui nous permet de
conclure que
Ind (P, My, ... , My,r1,...,Tm) < €.

Mais ceci est en contradiction avec un résultat antérieur. Nous en déduisons que la partie P
est bornée. Le théoreme est donc vrai. m

Voici maintenant I'un des lemmes les plus esthétiques de cette preuve.

Lemme 3.1.5 Supposons D C|1,+oo[ non bornée telle que la famille de parallélépipédes
II(Q)gep satisfasse

VQ €D, \i1(Q) <Q7°.
Alors il existe D' C D non bornée et h € R" tels que

VQ D', g,(Q) =h.
Plus généralement, pour @) € D, soit donné (A1(Q), ..., A.(Q)) € R" satisfaisant

(3.19) Ai(Q) >0 pouri=1,... ,m,

(3.20) A (Q) .- An(@) =1,



(3.21) max {A;(Q)..., 4,(Q). A(Q) ... AQ T} < Q
et soit II(Q) = T(Ly, ... , Ln; A1(Q), ... , Au(Q)). Si la famille TI(Q)gep satisfait
VQ €D, M1(Q) <Q7°.

Alors il existe D' C D non bornée et h € R" tels que
YQED, §,(Q) =h.

PREUVE : Commencons par la premiere assertion. D’apres le Théoreme 3.1.4, il existe
Q@ € D tel que pour @) > @ et () € D, nous ayons

a;.gr(Q) =0 pour i € X(c,9).

Posons g (Q) = ¢:(Q). En multipliant g’ (@) par un rationnel non nul convenable, nous

obtenons h € Z" (désormais fixé) a composantes entieres premieres entre elles; tel que

a;.h =0 pouri € X(c,9).

)

Nous allons extraire de D une partie D' sur laquelle g;; est constamment égal & un multiple
rationnel de h : nous montrerons que pour () assez grand dans D, nous avons a la fois

h e T(Q) = T(Qa{(Q), ., Qa3 (Q)) (dual de TI(Q)).,

2(Q) > 1,
M(Q) = F(Q)g:(Q) € T*(Q), F(Q) € Z, 1 <|F(Q)] < n!*(cf. Remarque 3.1.1).

Donc M(Q) et h sont égaux ou opposés, et comme D est non bornée, F(Q) prend une valeur
une infinité de fois.

Pour cela, posons C' = maxi<;<, |a}.h|. Les deux faits suivants
—pour i € X(c,d), ¢; + /2> 0 donc |ai.h| < CQ™2Q~¢ |
—pour i € X(c,d), |at.h|=0< Q7% |
montrent que pour @ > Qy = max {Q%°%, Q}, h € II*(Q). Mais nous avons de plus \,_;(Q) <
Q~°, et le théoreme des parallélépipedes duaux de Mahler (Théoreme 1.1.14) nous dit donc que

* 1 o 1 )
KA W) B W (s R

Ainsi il existe @)1 > 0 pour lequel @ > Q1 = A\5(Q) > 1 (nous voyons ici pourquoi I’hypothese
Mo1(Q) < Q79 est si agréable). Par définition de \3(Q), nous avons

QEDet Q>max{Qy,Q1} = II"(Q)NR" C RA.

D’apres la Remarque 3.1.1, nous pouvons écrire g (Q) = M(Q)/F(Q) avec les conventions de
cette remarque. Les mémes arguments que ceux utilisés dans le Lemme 3.1.3 montrent qu’il
existe C" > 0 tel que :

la7.g5(Q)] < C'Q°" Q™ pouri=1,... ,n.
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Il suit de cela que
0. M(Q)] = | F(Q)g2(Q) < CrlPQ- DG pour i =1,... .
Ainsi pour Q > Qs = (C'n!2)C" ) N1(Q) € II*(Q), et nous avons donc établi

h e T (Q),
Q €D et Q>max{Qo, Q1,Q:} = H*(Q)HZ"CRE,
F(Q)g,(Q) = M(Q) € IT"(Q) -

Définissons maintenant Dy = {Q € D,Q > max{Qy, Q1,Q2}}. C’est une partie de D non
bornée. De plus pour Q € Dy, M(Q) = %h car ce sont deux vecteurs de IT*(Q) N Z", qui sont
Q-proportionnels et a composantes premieres entre elles. Il suffit pour conclure d’extraire de
Dy une partie Dy dénombrable discrete (donc non bornée), et de remarquer que @ — F(Q) est
a valeurs dans I'ensemble fini {—n!?,... n!*}\ {0}, ce qui assure I'existence de D' C D; infinie
(donc non bornée car D; est discrete) sur laquelle cette fonction vaut, disons, a. Alors
VQ D, (@)=,

et en posant h = +a~'h, nous avons montré la premiere partie du lemme.

Passons a la généralisation. Il est naturel de poser ¢;(Q) = log A;(Q)/log@ pour i =
,...,n, ce qui est possible d’apres (3.19), apres quoi nous avons

Q)+ +c(Q)=0 d’apres (3.20),
lei(@)| < 1pouri=1,...,n dapres (3.21).

1

La difficulté par rapport a la précédente partie vient de ce que les ¢; dépendent de @), et nous
ne pouvons donc pas utiliser directement le Théoreme 3.1.4 (a cause de la remarque faite au
cours de la preuve du Théoreme 3.1.2). Toutefois nous observons que

K={(c1,...,cn) ER" |y +--F+c,=0¢t |¢] <1pouri=1,... ,n}

est un compact de R”. Nous pouvons donc trouver un élément v = (y1,...,7,) de K, et une
partie D; de D non bornée telle que :

o o
Si nous appelons II#(Q) = II(Ly, ... , L,; @, ... ,Q), nous obtenons alors que pour Q € Dy,
)\f_l(Q) < Q792 D’apres la premiere partie du lemme, il existe alors Dy C D; non bornée,
telle que g7*(Q) soit indépendant de ) € Dy. Plus précisément, en remplacant (¢, d) par
¥(7,0/2), et en reprenant la preuve déja faite, nous obtiendrons

m Fe [_n!27 n'Q] n (Z \ {0}) )
g (Q) = T avee § m € I1**(Q) pour Q € Dy,
m € Z" a composantes premieres entre elles.
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Si nous exhibons D3 C D; non bornée telle que m € f[*(Q) pour () € D3, nous aurons terminé
car cela nous fournira I’équivalent du h précédent. Or si i est tel que

—a’.m = 0, clairement |a}.m| < Q%@ |

—a;.m # 0, le Théoreme 3.1.4 utilisé avec v au lieu de ¢ et 3(v,0/2) au lieu de X(c, §) montre

que y; + 0/4 < 0. Donc pour @ € Dy,

WQ) — g <a(Q) <HQ + o< 3+ =1,

8 8 4 8 8
et pour QQ € D, assez grand |a’.m| < Q~%(@) . Ainsi nous pouvons trouver Ds répondant aux
exigences formulées ci-dessus.

Maintenant, comme dans la premiere partie, en extrayant de D3 une partie D4 non bornée
pour laquelle nous ayons 5\’2‘(@) > 1 pour @) € D, puis une partie D5 C D4 non bornée telle que
pour Q € Ds, on ait F(Q)g:(Q) = M(Q) € II*(Q) N Z", nous constatons que les vecteurs m et
M (Q) sont alors égaux pour @) € Dy et nous pouvons extraire de D; une partie D’ sur laquelle

3a(Q) ==, d € [-nP 0’ N Z)\ {0},

- . ] .
et poser h = a’~ "m pour avoir la conclusion. m

Nous pouvons alors enfin achever la preuve du théoreme des sous-espaces fort dans le cas
d=n—1.

Lemme 3.1.6 Supposons D C|1,+oo[ non bornée telle que la famille de parallélépipédes
II(Q)gep satisfasse

(3.22) VQ €D, M_1(Q) < M(Q)Q°.

Alors il existe D' C D non bornée et h € R", tels que la famille de parallélépipédes I1(Q))gepr
satisfasse

VQ D', gp(Q) =h.

PREUVE : Nous allons utiliser le lemme de Davenport (Théoreme 1.1.12) pour associer
aux I1(Q)) des parallélépipedes I1'(Q)) qui satisferont les hypotheses de la deuxieme partie du
Lemme 3.1.5, donc ¢’ sera constant sur une certaine partie non bornée de D, mais le lemme
de Davenport nous dira aussi que g et ¢/, sont proportionnels, de sorte que le méme type
d’arguments que dans le Lemme 3.1.5 fonctionnera encore.

Pour @) € D, définissons

P(@Q) = (MQ) . A @A (@)
(@) = po(@)/Ar(Q).
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Les hypotheses (1.1), (1.1) et (1.2) du lemme de Davenport sont alors satisfaites par les nom-
bres réels p1(Q),...,pn(Q). 1l existe donc une permutation o(Q) de {1,... ,n} telle que le
parallélépipede

def —c 1 —c, n .
I'(Q) = I(p1(Q)Q™ DU Loty - - - » pu(Q)Q™ @™ Lo ymy; 1, ..., 1)

ait des minima successifs \|(Q), ..., A, (Q) satisfaisant

(3.24) 27"\(Q)pi(Q) < Ni(Q) < 2" nlPA(Q)pi(Q), pouri=1,... 7.

Comme le groupe symétrique d’ordre n est fini et D est non bornée, nous pouvons supposer
quitte a diminuer D que (@) = o, indépendante de ). Nous avons alors

Q) = H(p(Q)Q M Lsay, ... ,pn(Q)RQ ™ Lywy;1,...,1)
= (Lo, -+ » Loy; p1(Q) Q7™ .., pn(Q) 7' Q™)
= I(L},..., Ly AYQ), - AL(Q))
en posant L) = L,. et A(Q) = pi(Q)_lQ%(“ pour i = 1,... ,n. Il nous reste & montrer que les
hypotheses de la seconde partie du Lemme 3.1.5 sont satisfaites. La somme des ¢; étant nulle

et le produit des p;(Q) valant 1'unité, nous avons clairement A}(Q)...A,(Q) = 1. De méme
A(Q) >0 pouri=1,...,n est évidente. Nous avons alors & estimer

(3.25) N, 1(Q) et max {A}(Q),..., A,(Q), A (@) ",... ALQ) "}

D’apres (3.24), nous avons

Ao1(Q) < A1(Q)pn-1(Q)
= po(Q) d’apres (3.23)

1/n
= (M(Q)... Q)Y (Az%g)) d’apres (3.23)
1/n
< <)\;%é§)) d’apres le Théoreme 1.1.11

< Q7™ d’apres (3.22)
Pour estimer le maximum de (3.25), nous avons besoin d’établir d’abord

(3.26) M(Q) > Q et \(Q) < Q.

Pour cela, notons que si y € AII(Q) NZ", y # 0, alors max;<;<, |Q@~“Li(y)| < A. Mais pour
tout vecteur y € Z" \ {0}, nous avons

max [Q™*Li(y)| > Q7" max |Li(y)| > Q7' yll, = Q7"

1<i<n

en observant que —1 < ¢; < 1 et que y — |[Jy||, et ¥y — maxi<i<n|L;(y)| sont deux normes
équivalentes sur R". Cela prouve que A\(Q) > Q7. D’autre part si (ey,... ,e,) est la base
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canonique de R", nous avons |L;(e;)| < Q%*! pour 1 < i,j < n. Cela assure que \,(Q) < Q
(noter qu’il existe C' > 0 telle que CQII(Q)NZ™ contienne ey, ... ,e,). Donc les deux assertions
de (3.26) sont valables. Nous en déduisons d’apres (3.22)

An-1(Q)
An(Q)

1/n
(3.27) m(@)=Al<@>—1po<@><<Al<@>—1( ) <MQ <.

et

Ai-1(Q)
An(Q)

L’avant derniere égalité vient de ce que /"1 > 1 pour 0 < = < 1, et de ce que d’apres le
Théoreme 1.1.11,

1/n
(3.28) pn<@>=xn1<@>1p0<@>>>An1<@>1( ) > 0Q) > Q.

)\n—l(Q) ) v
(@)
En regroupant (3.27), (3.28) et (1.1) du lemme de Davenport, nous obtenons :

Q'<p@Q) < <p(Q<Qdon Q< A(Q) < Q* pouri=1,...,n.

P0(Q) = (M(Q) .. M@ > (

Il existe donc D; C D non borné tel que pour Q) € D,

No1(Q) < (Q3) 7, avec 6, = 6/(4n)

max {AII(Q)a ce >A;1(Q)v All(Q)_la s 7A/71(Q)_1} < Q3 )
A(Q). Q) =1,

A(Q)>0pouri=1,...,n.

Nous avons bien les hypothéses du Lemme 3.1.5 modulo la présence de Q? au lieu de (). Mais
il suffit de faire intervenir

Pr={Q >1]3QcDiet Q =@} et A/(Q)=A(Q)pouri=1,... nsiQ =@Q°,

pour pouvoir appliquer la deuxieme partie du Lemme 3.1.5 a la famille de parallélépipedes
[1(Q)grep, ot

Q) = (LY, ..., L; AY(Q), ..., AL(Q"))
avec 9y a la place de 6. Si ¢{(Q’),..., gl (Q') sont comme dans le Lemme 1.1.4 pour le pa-

rallélépipede I1"(Q"), et si (¢"1(Q'), ..., 9" (Q)) est la base duale de (¢7(Q’),...,gh(Q")), le
Lemme 3.1.5 dit qu'’il existe Py C P; non bornée telle que

vQI c P2, g/l* (Q/) — hl/, h/l c Rn

n

Notons 7'(Q) = Rg1(Q) & - - - & Rg,—1(Q). D’apres 'inégalité (1.5) du lemme de Davenport,

Vg € 2"\ T(Q), max|Li(g)A{(Q)] = max|p(Q)Q Lo (9)l
> A(@)pa(Q) > N, (Q) > 1 d’apres (3.24).
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Donc ¢1(Q), ... ,g.,_1(Q) doivent appartenir a T'(Q), sinon il existerait une constante C' > 0
indépendante de @ telle que

Gi(Q) ¢ CI(Q) dott € < N(Q) < N,4(Q) < Q¥

ce qui est impossible. Ainsi

VQ € D1, Rg1(Q) & &Ry, 1(Q) =R (Q) & --- & Ry, 1(Q)
<~ VQ e Dy, Ry, Q)= Rgi(Q).

Si nous écrivons maintenant avec les notations de la Remarque 3.1.1

Q) = e et @) =

nous avons M (Q) = M'(Q) pour Q € D;. Or, posons maintenant

D, Y {QeDi| QP e},
qui est non borné et contenu dans D;. Pour Q € D, ¢'1(Q) = ¢"(Q%) = 1" = M(Q)/F'(Q).
Comme F(Q) et F'(Q) ne prennent qu'un nombre fini de valeurs sur Ds, il en est de méme
de M(Q) = F'(Q)h" et de gi(Q) = M(Q)/F(Q). Nous pouvons donc trouver une partie
D' C Dy C Dy C D non bornée telle gt est constant sur D’. Ceci acheve la preuve du lemme,
et donc du théoreme des sous-espaces fort dans le cas d = n — 1, car en fait nous pouvons
supposer que (3.1) et (3.2) sont satisfaites. m

Passons alors au cas général.

3.2 Preuve du théoreme des sous-espaces fort dans le cas
général

Compte tenu de ce qui a déja éte fait jusqu’ici, le passage du cas d = n — 1 au cas quelconque
est essentiellement formel mais astucieux. L’idée consiste a écrire p = n — d, et a montrer que
le p-ieme composé de Mahler du parallélépipede I1(Q), @ € D, qui est un parallélépipede de

R} ~ R! o | = (;), a ses [ minima successifs v1(Q), ... ,(Q) qui satisfont les hypotheses du

Lemme 3.1.6. Si donc Vi(Q) € v4;(Q)IIP)(Q) sont entiers et indépendants, V;*(Q) sera constant
pour Q € D assez grand, et en utilisant les propriétés de la section 1.2, il ne sera plus difficile
de conclure. Précisons maintenant tout cela.

Nous gardons bien sir les notations du Théoreme 3.0.2 et de la Définition 3.0.1. Cela dit,

nous pouvons supposer que les formes Lq,..., L, sont de déterminant 1 ; si elles ne I'étaient
pas, nous poserions A = |det (Ly, ..., L,)|*/™ (qui est un nombre algébrique réel), et nous rem-
placerions L; par +L;/A pour i = 1,... ,n, qui sont encore des formes linéaires indépendantes

sur R". Ce faisant nous changerions I1(Q) en IT*(Q) défini par
I3(Q) = (L1 /A, ... L /A5 Q%, ..., Q)
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image de II(Q) par 'homothétie de rapport A, et II*(Q) remplit par conséquent la condition
A2 (Q) < A2 (Q)Q 7 (avec des notations évidentes).
De plus nous pouvons aussi supposer

(3.29) le;l <1/npouri=1,...,n.

En effet, si nous remplagons ¢; par pc; pour i = 1,... ,n, ou p > 0, nous transformons I1(Q) en
I1,(Q) = II(Q”) et Q — Q” est une bijection de |1, +oo[.

Nous considérons maintenant la famille de parallélépipedes II(Q)gep avec les hypotheses
supplémentaires ci-dessus. Nous posons p = n—d, et allons construire II®® (Q) comme annoncé.
Pour o = (iy,... ,i,) € C(n,p), posons

p
(3.30) o= 0.
k=1

L’hypothese (3.29) sert bien entendu a pouvoir dire a ce stade que |¢,| < 1 pour tout o €
C(n,p). D’autre part, C'(n,p) est un systeme de représentants de

Aln,p) =A{(i1, ... ,ip) €{1,... 0} |k #F = ip #in}
modulo la relation d’équivalence définie sur C'(n,p) par
o="(l1,...,0p) RT=(J1,...,Jp) © IS €6, | ji=1tsq) pour 1 <1 <mn.

Nous en déduisons par conséquent que

Z ce =0.

o€C(n,p)

Appliquons alors la théorie des parallélépipedes composés de Mahler (Théoreme 1.2.12) qui a
Q) = I(Q % ay,...,Q *a,) permet d’associer II"(Q) = H((AU)O'EC(n,p))' Pour un ordre
sur C(n,p) qui rend 7 +— A, croissante (cf. Définition 1.2.11), le dernier élément est (d +
1,...,n) et avant-dernier est (d,d+2,... ,n). D’apres le théoreme de Mahler,

vi(Q) < A\, (Q) € 14(Q), pouri =1,... 1.

En particulier,

1(Q) < Air1(Q) .. M(Q) K 1(Q) et 1_1(Q) K Aa(Q)Aar2(Q) - .. M(Q) K 1-1(Q) .

Grace a 'hypothese A\g(Q) < A\g11(Q)Q~° nous avons heureusement
(331) V171<Q) < VKQ)Q*(; d’ou VQ € D17 Vl*l(Q) < U1<Q)Q75/2,

ot D; est une partie non bornée de D. Nous pouvons donc utiliser le Lemme 3.1.6 avec I17)(Q)
et 6/2 en lieu et place de I1(Q) et §. La conclusion obtenue est que si pour ¢ = 1,... [, nous
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notons V;(Q) € v (Q)II(Q) des vecteurs entiers indépendants de R?, et si (V;*(Q))i<i< la
base duale pour le produit scalaire de R, il existe une partie Dy C Dy non bornée et H € R7,
avec

V7(Q) = H pour Q € D
Mais d’apres le théoreme de Mahler, pour 7 € C(n,p),7 # (d+1,... ,n) et 0 € C(n,p) :

[46.G-(Q)] < 111 (Q)Q™ -

En effet, avec les notations de la section 1.2.2, nous avons G, = A\ X, et d’apres 'identité de
Laplace, nous obtenons

|4, X7 < pl@Q*,
[4,.G-(Q)] < pA(Q)Q™,
A, G-(Q)] < 11 (Q)Q™ .

Cette derniere propriété nous permet d’affirmer que

-1
PRG-(Q) = PRVI(Q) pour Q € Ds,
i=1

TH#T]

ou Dy est une partie non bornée de Dy. 1l suit que (G, (Q))* et V,*(Q) sont R-proportionnels
(et méme Q-proportionnels) — il convient de remarquer que d’apres le Lemme 1.2.6, nous
jouissons de (G,(Q))* = (G*(Q)),,- Nous avons donc établi

€ Q" tel que GH(Q),, = g1 (Q) A+ A g(Q) = \H pour Q € Dy

Il existe donc d’apres le Lemmel.2.6 un sous-espace de S* de R™ de dimension p = n — d, tel
que pour tout Q) € D3, g (Q) € S* pouri =d+1,... ,n. Si S désigne l'orthogonal de S*, nous
avons finalement bien

VQ eD', S=Qun(Q)® - ®Qu(Q),

comme demandé dans le Théoreme 3.0.2 qui est donc completement démontré.

3.3 Preuve du théoreme des sous-espaces

La preuve du Théoreme 3.0.3, dont nous reprenons les notations, se déroule en cinq étapes.
Soit § > 0.

1. Nous commengons par nous ramener au cas ou les formes Ly, ..., L, sont a coefficients
algébriques réels.

2. Nous remarquons que tout ensemble borné B de solutions de (3.3) est contenu dans une
réunion finie de sous-espaces non triviaux de Q", et qu’il suffit de considérer les solutions
x de (3.3) qui n’annulent pas le produit Li(x)... L,(z).
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3. En utilisant des faits de théorie algébrique des nombres, nous trouvons A > 0 tel que
toute solution z de (3.3) assez grande satisfasse

—A 2
lelle” < Li(@)| < flzllss 2= 1,0,

S

4. Nous montrons qu'il existe ¢’ > 0 et un nombre fini de n-uplets (cy,... ,c,) satisfaisant
(3.1) tels que toute solution x de (3.3) assez grande satisfasse

|Li(2)] < |z

c;—6'
oo

,i1=1,...,n.

5. Nous montrons par un raisonnement par I’absurde utilisant le théoreme des sous-espaces

fort qu’il existe un nombre fini de sous-espaces T1, ... ,T; non triviaux de Q", tels que le
systeme
(3.32) Vie{l,...,n}, |Li)] < ||z, ez \ {0}

ait ses solutions dans 77 U --- U T}.

Détaillons maintenant chacun de ces points.

1. Pour chacune des formes linéaires L;, nous écrivons L; = Re L; +iZm L; comme somme

de ses parties réelles et imaginaires, toutes deux a coefficients réels. Puisque Lq,... , L, sont
indépendantes, et donc Lo,... , L, aussi, soit Re Ly, Lo, ..., L,, soit Zm Ly, Ls,..., L, sont
indépendantes. En répétant ce procédé avec Lo,... ,L,, nous obtenons de nouvelles formes
Ly, ..., L indépendantes sur R", a coefficients réels, telles que

Vje{l,...,n}, Li=Re Ljou L; =TIm L; d’ott |Lj(x)| < |L;(x)].

Ainsi, si z est solution de (3.3) avec Ly, ... , L,, il est solution de (3.3) avec L}, ..., Ll et nous
pouvons bien supposer que L1, ..., L, sont a coefficients algébriques réels.

2. Ce fait est clair, car un ensemble borné de solutions de (3.3) est fini puisque Z" est
discret. Alors :

B C UQZL‘

z€eB

D’autre part une solution z de (3.3) qui annule le produit Ly(z) ... L,(z) se trouve dans la
réunion des noyaux des formes linéaires Lq, ..., L,, qui sont indépendantes. Ces noyaux sont
nuls ou non triviaux et deux-a-deux distincts.

3. D’une part, nous disposons d’une application linéaire

o : R — R™
x +— (Li(z),...,Lu(x)).
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En considérant la norme fonctionnelle [|¢]| = supj,_< [|¢(2)[,, sur Endg(R"), nous avons
alors
2]l 2 llgll et 1 < j < n = |Li()] < [l6(2)]l < l9llll2]lo < llllZ

D’autre part, soit j € {1,...,n}. La forme L; est a coefficients algébriques ; soit K; le
corps engendré sur Q engendré par ses composantes et d; son degré. Il existe o; € K, entier
non nul tel que «;L; soit a coefficients dans I'anneau des entiers de K;. Envisageons deux cas
séparément.

M . dj =1.
Alors «a; est un entier (relatif) non nul, donc pour toute solution x de (3.3) n’annulant pas
L;(z), Lj(x) est un entier non nul donc supérieur ou égal a 1, donc |L;(z)| > 1/|ey].

w : dj > 1.
Appelons o71,. .. ,04; les plongements de K; dans C. Pour z solution de (3.3) n’annulant pas
Lj(x), Lj(x) est un entier de K; non nul, donc

[Nk, a(Lj(2))] > [N, jolag)] =% .

D’autre part
dj—1
| Nic; jo(Li ()| = H o (Lj ()| < [L;(2)] C; (]

ou C est une constante qui ne depend que des formes linéaires conjuguées de Lj;.
En combinant ces deux faits, nous obtenons

- —dj ([ —(dj—1 —d; s
|L;(2)] = G5 [Nieyalag) T el X7 = all 2 des que ||z, = Gl Nk, jo(ay)] -
Ainsi pour |z|| > C ws maxi<j<n Cj| Nk, /q(a;)| et d = min{d; | d; > 1}, nous aurons
L;(@)| 2 el powr j=1,... ,n.
Cela prouve le point 3 en posant A = d.

4. L’ensemble [—A, 2] est un compact de R™. Il peut étre recouvert par un nombre fini
d’intervalles de la forme ¢, ¢’ ou 0 < ¢ — ¢ < ¢/(2n). Nous avons donc un nombre fini de
2n-uplets (¢}, ... ,c,,d],..., ) dépendant de = avec

) , 1"
0<c/—d < o et [lzf|Z < [Li(2)] < [|2[|3 pour 1 <i <n.
n

Comme |Ly(z) ... Ly(z)] < ||z, nous avons aussi la condition ¢} + --- + ¢, < —d, d’ou
A+ 4 < —0/2. Posons alors

n
1
i =cl — = E al.
n <
i=1
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Ilvient ¢; +---+¢, =0, ¢/ <c¢;—0/(2n) et |Li(z)| < ||x||z;_6/(2") pour i = 1,... ,n. Nous
avons alors prouvé le point 4 avec §' = §/(2n).

5. Si le point 5 est faux, il existe une suite (z,,)men de solutions de (3.32) telle que
|Zm ||, tende vers 4+oo lorsque m tend vers 400, et que n termes quelconques de la suite
soient indépendants sur Q (on construit cette suite par récurrence en utilisant que pour toute
réunion finie de sous-espaces non triviaux de Q™, on peut trouver une solution qui n’est pas
dans cette réunion). Nous allons extraire une partie D non bornée de Dy = {||z,,|| ., m € N},
telle que la famille de parallélépipedes II(Q)gep satisfasse les hypotheses du théoreme des
sous-espaces fort, ce qui permettra de trouver au moins n points dépendants dans la suite, et
fournira une contradiction. Pour cela, notons d’une part que pour @) € Dy, il existe m € N tel
que ,, € QTI(Q) N Z" non nul, donc A\ (Q) < Q. Observons d’autre part que d’apres le
Théoreme 1.1.11 nous avons

_ Q). (Q)
M@= Q) (@

et il existe donc une partie D; C Dy non bornée telle que
QeD = M(Q)>1et M(Q) < Q7.
D’apres la Proposition 1.1.6, pour Q,,, = ||z, € D1, puisque z,, € II(Qy) et A\ (@) > 1,
T € Sn-1(Qm) =Rg1(Qm) ® -+ ® Rgn—1(Qm) -
Si nous appelons k,, le plus petit entier k tel que

Tm € Sk(Qm) = Rgl(Qm) Q- D ng(Qm) )

nous avons Ag, (Qn) < (Qm)ﬂs/ (sinon d’apres la proposition déja citée ci-dessus, puisque
T € Qp~° (@) NZ™, nous aurions x,, € S, —1(Qm), contredisant la minimalité de k,,). 1l
existe alors un entier d,, < n — 1 tel que

A (Qum) < Ayt (@) Q2™ et kyy < d, m assez grand.

> Qé’(nfl) > 17

L’application m — d,,, va d'un ensemble infini dans un ensemble fini, et nous pouvons donc
trouver ¢ : N — N strictement croissante et un entier mg tels que

Vm > mg, Aa(Qpm)) < )\d+1(Q¢(m))(Q¢(m))75l/".

Nous appliquons donc le théoreme des sous-espaces fort avec la famille II(Q)gep et 6 = 0'/n
ou
D ={Qp(m) = llzpm)l o, m = mo} .

La conclusion est qu'il existe D' C D non borné tel que pour @) € D’

S=Qqn(Q)D- - ®Qgi(Q)

ne dépende pas de Q € D’. Nous déduisons alors facilement une sous-suite de (Zg(m))m>mo
formée de points de S : contradiction ! Le théoreme des sous-espaces (3.0.3) est donc complete-
ment démontré.
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Chapitre 4

Applications

Le but de ce chapitre est d’utiliser le théoreme des sous-espaces pour en déduire le théoreme
de Roth, ainsi qu'une version de ce dernier dans les corps de nombres.

4.1 Caractérisation des systemes de Roth

Nous commencons par donner une définition.

Définition 4.1.1 Soient L.,...,L, des formes linéaires sur R",n > wu, a coefficients dans
Q NR. On dit qu’elles forment un SYSTEME DE ROTH sur R" si pour tout § > 0, le systéme
de u inéquations :

—(n—u)/u—306 -
(4.1) (@) < flall, "0 =1,
n’a qu’un nombre fini de solutions.

Définition 4.1.2 Soient L4, ..., L, des formes linéaires sur R",n > u, a coefficients dans Q,
et ¢y < --- < ¢, des nombres réels tels que ¢; + - - -+ ¢, = 0. On dit que

(Li,...,Lyycr, ..oy cp)
est un SYSTEME DE ROTH GENERALISE si pour tout § > 0 il existe
Q1(0, Ly, ..., Ly;cr, ... ¢p)
tel que le systéeme d’inéquations :
(4.2) ILi(2) <Q9°, j=1,...,n

n’admet pas de solution x € 7" \ {0} pour Q@ > Q.
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Voici comment nous allons atteindre le théoreme de Roth : nous montrons qu’a un systeme
de Roth correspond un systeme de Roth généralisé. Grace au théoreme des sous-espaces, nous
sommes capables de caractériser tres simplement les systemes de Roth généralisés ; cela nous
permet de trouver une caractérisation des systemes de Roth, et il nous suffit alors de vérifier
que si a est un nombre algébrique de degré d > 2, la forme linéaire L(xy, z2) = ax; — xo définit
un systeme de Roth sur R?.

Commencons par démontrer le lemme suivant.

Lemme 4.1.3 Soient Ly, ... , L, des formes linéaires sur R"™ de rang r < u. Alors le systéme :
ILj(@) < ol "7 1 <G <
a une infinité de solutions x € Z" \ {0}.

PREUVE : Cas 1: On suppose que r = u.
Posons v = n—wu. Quitte a permuter les variables, on peut supposer que les formes linéaires
er,...,ex,Ly,... L, sont indépendantes. Nous allons constuire une constante C; > 0 ne

dépendant que des formes linéaires L1, ... , L, telle que :

V@ > 0,3z € Z™ \ {0} tel que |z;| < C1Q", 1 <i<w, et |L;(z)| < Q7" 1<j<u.

Pour cela, nous observons que la matrice de ej, ... ,el, Ly,..., L, dans la base (e}, ... ,e) est
de la forme :
voou
v(Il, A
U ( 0 B)
ou I, est bien str la matrice identité d’ordre v, et det B # 0 car ej,... e}, Lq,..., L, sont

indépendantes. Posons maintenant :

{ L) = |det B e 1<i<uw,
L, = L, v+1<i<n.
de sorte que la matrice des L}, ..., L] dans les e}, ..., e est de déterminant £1.

Soit @ > 0. Comme (Q“)"(Q")" = 1, le théoreme des formes linéaires de Minkowski (cf.
Théoreme 1.1.10) nous montre que le systeme :

{L;(x) < Qv 1<i<w,
Li(z) < Q@ v+1<j<n,

a une solution xg € Z"\{0}. Ainsi, il suffit de prendre Cy = | det B["", et il nous reste & montrer
que {xg, Q > 0} est infini. Si ¢’était faux, nous pourrions poser m = ming-o1<j<u | Lj(zg)| > 0,
et nous aurions alors Q¥ < 1/m pour tout @ > 0, ce qui est impossible.

Donc, nous pouvons trouver une constante Cy > 0 telle que

VQ > 0,|L(2q)] < Collzgll, " 1< j <u.
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Ce qu'il fallait démontrer.

Cas 2 : On suppose que r < u.

Supposons que L1, ..., L, soient les r formes indépendantes. Par le cas 1, nous avons une
constante Cy > 0 (différente de celle du cas 1) telle que :

Li@)] < Cull=fl " 1 <<

possede une infinité de solutions x € Z™ \ {0}.
Pour k > 1, nous écrivons Ly, = ax1Ly + - -+ + oLy, et nous posons

A= max lag |, puis Cy = max {C, C1 Ar},

1<i<r,1<k<u—r

de sorte que pour toute solution du systeme précedent, nous avons :
|Lj(@)] < Collell " 1< <

Ainsi le lemme est-il prouvé. m

Nous introduisons maintenant une quantité importante qui va nous permettre de caractéri-
ser les systemes de Roth généralisés.

Définition 4.1.4 Soient L1, ..., L, des formes linéaires sur R", et ¢y, ... , ¢, des nombres réels
satisfaisant

C1 S t S Cn7

c+--+c,=0.

et S un sous-espace de R" dimension d. Soit r le rang sur Q des restrictions Ly|s, ... , Lys. On
pose
—+00 sir<d,
C(S) _{ Ct1+"'+ctd sir=d.

ou la suite tq, ... ,tq est définie de la facon suivante :

ty = min{l <i < n|rang (L;g) = 1},
ti =min{i — 1 < j <n|rang (Lys,. .., Ly s, Ljs) =i}, i=2,...,d.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme.

Théoreme 4.1.5 Soient L., ..., L, des formes linéaires sur R", a coefficients dans Q N R et
c1,...,C, des nombres réels satisfaisant

CIS"'SCH7
c+--+c¢,=0.

Alors (Ly, ... ,Ly;cy, ... ,c,) est un systeme de Roth généralisé, si et seulement si pour tout
sous-espace S de dimension d > 1 de Q", nous avons ¢(S) < 0.
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PREUVE : a) Supposons que (Lq,...,Ly;cq,...,¢,) soit un systeme de Roth générali-
sé. Si ¢(S) = +oo pour un certain sous-espace vectoriel S de Q" de dimension d > 1, alors

r def rang (Lus, o 7Ln|S> < d et nous allons montrer dans ce cas que :
Ve > 0,3z, € SN (Z"\ {0}) tel que |L;(z.)] <e,1<j<mn.

Soit (aq,...,aq) une Q-base de S, ou ay, ... ,aq ont des coordonnées entieres premieres entre
elles. Pour 1 < 57 < n, on considere la forme linéaire :

L. Q- — R
(xla s ,$d) L LJ‘S <Z§l:1 a'ixi) :

Alors rang (L7, ..., L) = rang (Lys, ..., Lys). 1l existe une constante C' > 0 telle que le
systeme
Vi=1on |Li@)] < Cllefl

a une infinité de solutions = € Z?\ {0}. Lorsque x parcourt I’ensemble de ces solutions, ||z||_
ne peut étre borné. Or puisque d > 7, limy ;o Ct~@ /7 = 0. 1l y a donc une solution
x € Z4\ {0} telle que CH:UHOO_(d_T)/T < ¢. Donc 7, S | a;z; vépond bien A nos exigences.

Si Q > 0 et § > 0 sont donnés, en prenant € < min{Q%°, 1 < j < n}, on obtient d’apres
ce qui précede, une solution z. € SN (Z" \ {0}) qui satisfait :

Vi=1,...,n, |Lj(z)| <Q97°,

ce qui contredit le fait que (Ly, ..., Ly;c1,...,¢,) est un systeme de Roth généralisé.

Si maintenant 0 < ¢(S) < +oo, on a rang (Lys, ... ,Lns) = d. Posons 6 = ¢(S)/(2d),
de sorte que nous avons Hle Q=2 =1, ou ty,...,tq sont choisis comme indiqué dans la
Définition 4.1.4. Comme Ly,|s, ... , Ly, s sont indépendantes, le théoreme des formes linéaires

de Minkowski montre que le systeme :
L, ()] < DQ*, i=1,....d

a une solution z € SN (Z%\ {0}) pour tout @ > 0 ol D est bien siir la valeur absolue du
déterminant de Ly|s, ... , Li,s. On en déduit que pour cette solution, on a :

|Lj(2)] < DiQY™, j=1,....n.

En effet, z € SN(Z*\{0}) doncsi j est I'un des t1, . .. , 4, il suffit de choisir D; > D pour que le
résultat soit vrai. Si j < t;, L; est nulle sur .S, donc le résultat est valable pour D; > 0. Sinon,
avec la convention t4.; = oo, il existe un i € {1,... ,d} avec t; < j < t;41, et nous pouvons
écrire Ljs comme combinaison linéaire de Ly,|s, . .. , Lt,s. Sinous désignons par K le maximum
des valeurs absolues des coefficients intervenant dans toutes ces combinaisons linéaires lorsque
J € Uici<alti, tiv1], il est facile de constater que :

|Lj|5(x)| < KdQcti_% < Dchj—z(S
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des que Dy > DdK. 1l convient d’observer que nous avons utilisé de facon décisive le fait que
la suite (cq, ... ,c,) est croissante!

En prenant donc D; > max{D,dDK}, nous avons bien le résultat annoncé. Mais alors,
pour Q > D; 7%, le systeme :

Li(2)] <Q97°, j=1,....n

a une solution = € Z" \ {0}, ce qui contredit une fois de plus que (L1,..., Ly;c1,... ,¢,) est
un systeme de Roth généralisé. Ainsi pour tout sous-espace S de Q" de dimension d > 1, on a
bien ¢(S5) < 0.

b) Supposons maintenant que pour tout sous-espace S de Q™ de dimension d > 1, nous avons
c(S) <0, et montrons que (Lq, ..., Ly;ci, ... ,¢,) est forcément un systéeme de Roth généralisé.
Si ¢’était faux, il existerait § > 0 tel que le systeme (4.2) ait une solution =z € Z" \ {0} pour
@ arbitrairement grand. Il existe alors — a cause de la décroissance des dimensions — un
sous-espace de Q" de solutions, qui est de plus minimal, c’est-a-dire qu’on a les propriétés
suivantes :

1. le systeme (4.2) a des solutions z € SN (Z" \ {0}) pour @ arbitrairement grand ;

2. 815" C S est un sous-espace de Q™ avec S’ # S, alors il est Qy(.S”) tel que pour Q > Qy(S"),
(4.2) n’a pas de solutions = € S" N (Z™\ {0}) .

Posons alors d = dim S. Comme ¢(S) < 0, la Définition 4.1.4 montre que
rang (Lyjs, ... , Lns) = d.
Soient tq, ... ,ty comme dans cette méme définition ; nous affirmons qu’il existe )1 > 0 et p > 0

tels que pour > @y, on ait ||z|| < @ pour toute solution x € SN (Z™\ {0}) de (4.2). 1l

.. d .
suffit en effet de choisir a > 0 tel que p e/ a+c,—6 > 0. Posons, pouri = 1,... ,d, ¢; = Ly,s,
et soit (ag,...,aq) une Q-base de S ou a; est & composantes entiéres premieres entre elles ; on
a alors un isomorphisme naturel :

T: SR — Rd
r — (d1(x),...,¢4(2)),

ol Sg = Ra;®- - -®Ray, sur lequel on dispose de la norme Ny (Zle )\iai) = maxj<i<q |\i|]. Ces

préparatifs étant faits, soit y = T'(z), on z € SN (Z"\ {0}) satisfait (4.2). Comme = = T~ (y),
on en déduit les inégalités suivantes :

Ni(@) < IT Myl < @~ IITI-

Par équivalence des normes sur Sg, il existe une constante C'(S,d) > 0 telle que Vx € Sg, ||z,
< C(S,d)Ny(z). Par conséquent, si nous posons 1 = (C(S, d)||T*1||)1/a, pour () > (J1, nous
aurons bien [|z| < Q”.
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Il suit que pour @ > @ et z € SN (Z"\ {0}) une solution de (4.2) :
(4.3) L (@) - Lea()] < Q% < Q7 < lal| . ™",
et, d’autre part pour ||z|| > || :

(4.4) Iylloe < ITMMlloe < Nllle”

Nous appliquons alors le théoreme des sous-espaces aux d formes linéaires indépendantes sur
R? que sont :

Lity) = Li(T Xy)), i=1,... .d,
sachant que (4.3) et (4.4) montrent que lorsque x € SN (Z" \ {0}) satisfait (4.2) avec @ et
|||, assez grands, on a :

1Li(y) .. La(y)| < |yl ="

Nous en concluons que les solutions = € Z4\ {0} de cette derniere équation sont contenues dans
un nombre fini de sous-espaces non triviaux de Q¢, disons Vi,...,V;. L'un des sous-espaces
T-Y(V1),..., T7Y(V;) contient donc des solutions z € Z" \ {0} de (4.2) pour @ arbitraire-
ment grand, et c’est une contradiction avec la minimalité de S. Il faut donc conclure que
(L1,...,Ly;cy, ... cp) est bien un systeme de Roth généralisé. m

Voici un petit lemme qui montre le lien entre systemes de Roth et systemes de Roth
généralisés.

Lemme 4.1.6 Soient Ly, ..., L, des formes linéaires sur R" & coefficients dans Q N R et v =
n — u. On suppose que rang (Ly, ..., Ly el ... ef) =n, et que pour tout § > 0 il existe

’ v

Q2(9, Ly, ..., L,) tel que pour @ > Q) le systéme :

ILi(z)] < @ (1<j<u)
(4:5) { m < @t (<i<w

~—

n’a aucune solution x € 7" \ {0}.
Alors Ly, ..., L, est un systéme de Roth.

PREUVE : Nous raisonnons par I'absurde ; supposons qu’il existe § > 0 tel que (4.1)
possede une infinité de solutions = € Z" \ {0}. Il est clair que nous pouvons supposer que
u— 0 > 0. Nous choisissons alors un réel p satisfaisant

v+ ou
O<p<u—detp< ——.
p= r u(v +9)
Pour toute solution = de (4.1), posons Q, = H:UHZP I n’est alors pas difficile de constater

que le choix de p fait que x est une solution de (4.5) lorsque @, remplace Q). Cela fournit une
contradiction avec I'’hypothese du lemme car (), est arbitrairement grand. m

Nous sommes alors capables de caractériser les systemes de Roth comme annoncé au début
de ce chapitre.
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Théoréme 4.1.7 Soient L1, ..., L, des formes linéaires sur R" a coefficients dans Q N R et
v=mn—u. Alors (Ly,...,L,) est un systeme de Roth si et seulement si pour tout sous-espace
S de Q" de dimension d > 1, on a

(4.6) rang (Lqyjs, ... , Lys) > du/n.

PREUVE : a) Supposons que Ly,..., L, soit un systéme de Roth et soit S un sous-
espace de Q" de dimension d > 1. Posons r = rang (Lys,. .., Lys) ; il s’agit de voir que
r > du/n. Choisissons une fois de plus une Q-base de S (aq,... ,aq), ou les a; sont primitifs.
Pour 1 < i < u, définissons une forme linéaire ¢; par ¢;(x1,... ,xq4) = v1L1(a1)+- - -+x4L4(aq).

Par le Lemme 4.1.3, le systeme :
(4.7) ()] < [l 1< j <

a une infinité de solutions x € Z%\ {0}. Appelons donc C la constante induite par (4.7), et
considérons I’application :

(I Z4 — SNz
= (r1,...,2q) — a1T1+- -+ agrq.
Comme ayq, ... ,aq sont indépendants dans Q", ¢ est injective. Nous allons donc montrer que
si
(4.8) 16;(x)] < Cllz|l .~ 1< j <wetr<du/n,
alors
(4.9) 05 (@) < (@), " 1< <,

pour un § que nous déterminerons, ce qui fournira une contradiction avec I’hypothese de départ
et imposera r > du/n.

de
Si 0" lar]ly + -+ + laall, o0 & (@)]| < 'l
On a I’équivalence :

—(d—r)/r nuu5 n—u)/u+o — d—r)/r
Cllzll, " < W (@)] o~ = (o) T < O] A

Puisque ||[¢(x)]| (nmu)futs  cyln—u oz (n=u)/ut 4] suffit de faire en sorte que

C/(ﬂ*ﬂ)/ﬂ”HxHOO(n*U)/uH < C—1||x||oo(d*7’)/7’

)

soit encore

||x||oo(dfr)/rf(n7u)/u75 > C/(nfu)/u‘i’écv.

Or (d=r)/r—(n—w)/u—06=d/r —n/u—4, et on a d/r > n/u sous 'hypotheése r < du/n.
D’apres tout ce qui précede, il suffit de poser

5=1 (‘_i _ E) ot (O — () utd

r u
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pour obtenir que si z € Z%\ {0} est une solution de (4.8), telle que |z|_ > C"? (il y a une
infinité de telles solutions) alors () € SN (Z™ \ {0}) est une solution de (4.9).
b) Supposons la propriété (4.6) vraie pour tout sous-espace S de dimension d > 1. En

particulier, Ly,... , L, sont donc indépendantes (faire d = n!), et quitte & renommer les vari-
ables, on peut supposer que ej, ... ,e;, Lq,..., L, sont indépendantes. Nous allons montrer que
(Ly,...,Ly;e1 = —v,... ,Cy = —0,Cus1 = U, ... ,C, = u) est un systeéme de Roth généralisé, ce
qui suffira pour montrer que (Lq, ..., L,) est un systeme de Roth, d’apres le Lemme 4.1.6.
Comme rang (L1, ..., Ly, €}, ..., el) =n, si S est un sous-espace de Q™ de dimension d > 1,
on a rang (Lys, . .. , Lys, CHETS ,e:|s) =d.
Soit r = rang (Lys, ... , Lys), et t1, ... ,tq les entiers de la Définition 4.1.4. Alors ¢, < u <

ty41, et il suit que :

oS) = e+t o, o ta,
= r(—v) 4+ (d — r)u (noter a nouveau la croissance des ¢;)
= ud—nr
< 0 d’apres la propriété (4.6).

Par le Théoreme 4.1.5, nous avons bien un systeme de Roth généralisé, donc la preuve est
achevée. m

Corollaire 4.1.8 (THEOREME DE ROTH) Soit v un nombre algébrique de degré d > 2. Alors
pour tout € > 0, I'inéquation :

(4.10)

n’a qu’un nombre fini de solutions (p,q) € Z x N*.

PREUVE : La forme linéaire L(xq,29) = sax; — sy est un systéme de Roth sur R? quel
que soit le rationnel non nul s. En effet soit S un sous-espace de Q* de dimension d > 1, et
(z1,22) € S\ {0}. Alors L(x1,22) # 0 car [Q(«r) : Q] > 2. Il suit que r = rang Lig > 1. Mais
ici u =1 et n = 2 assurent que du/n vaut 1 ou 1/2 donc r > du/n. Le Théoreme 4.1.7 montre
donc que L constitue un systéme de Roth sur R?. Un choix convenable du rationnel s nous
permet d’aboutir au résultat souhaité ; explicitement, posons C' = 1 + |a| et choisissons s tel
que 0 < s < O~V Si (p,q) est solution de (4.10), nous avons ||(¢g,p)||.. < Clg|. Ainsi :
Iraq — pr| < (Cq)~™ < H(q,p)Hoo_(‘Hl). Or cette derniére inéquation n’a qu'un nombre fini
de solutions. m

loc

4.2 Le théoreme de Roth dans les corps de nombres

On entend ici utiliser le théoreme des sous-espaces pour démontrer un résultat d’approxima-
tion d’un nombre algébrique donné par d’autres nombres algébriques de degré borné.
Nous commencons par donner une définition.
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Définition 4.2.1 Soit o un nombre algébrique de degré d > 1. On pose :

H(a) :Orgggyail,

ou P(X) = Z?:o a;x* est un polynome de Z[X] de degré d a coeflicients premiers entre eux, tel
que P(X) est irréductible sur Q[X] et Q(a) = 0.

Remarque 4.2.2 Un tel polynome étant unique a multiplication prés par +1, la définition
ci-dessus a un sens ; on notera désormais m,(X) un tel polynéme.

Nous énoncons maintenant le principal résultat de ce chapitre.

Théoréme 4.2.3 Soit o un nombre algébrique réel, k > 1 et § > 0. Il existe alors un nombre
fini de nombres algébriques (3, de degré inférieur ou égal a k avec :

—k—1-6
la — B < H(f) -
Nous avons besoin de quelques résultats intermédiaires pour démontrer ce théoreme.

Théoreme 4.2.4 Soient 1,aq,...,«, des nombres algébriques réels linéairement indépen-
dants sur Q, et 6 > 0. Alors I'inéquation :

(4.11) g1 qo) g+ g < 1
n’a qu’un nombre fini de solutions (q1,... ,q,) € (Z\ {0})" .

PREUVE : Nous allons utiliser le théoreme des sous-espaces pour raisonner par récurrence
sur v, a partir du cas v = 1. Considérons alors :

(4.12) a1 llonan ]| < 1,91 € Z\ {0} .

Choisissons p tel que ||ayq|| = |aigi — p| ; on a alors |g1(arqr — p)| < |q1|™°, et on remarque
aussi que [p| < 1+|af[q] < (1+]ea])|a], done [[(g1, p)llo < (1+]aa])[qu]. Sir est un rationnel
tel que 0 <7 < (1+ |ey])”°, on a donc

(4.13) |L1(q1, ) Lao(q1, p)| < (1, p)]l. "

ou :

Li(qi,p) = rai,

Lay(q,p) = ouqi —p.
D’apres le théoreme des sous-espaces, les solutions de (4.13) se trouvent dans un nombre fini de
sous-espaces de Q? de dimension 1, de la forme Q(r;,s;), ol 7; et s; sont premiers entre eux.
Donc, pour une solution (qi,p) de (4.12), il existe i tel que (q1,p) = A(ri, s;), A ne pouvant
prendre qu'un nombre fini de valeurs. Cela montre le Théoreme 4.2.4 dans le cas v = 1.
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Supposons maintenant le résultat vrai jusqu'au rang v — 1 et montrons-le au rang wv.
Définissons C' = 1+ > ||, et choisissons un rationnel r avec 0 < r < C~°, puis en vue
d’appliquer le théoreme des sous-espaces, posons :

Ll(l‘l,... ,I‘U+1) = T,
Li(z1,...,p11) = x, pour l <i<wv+1,
Lv+1(371, S 7217v+1) = Ele Qi — Ty41 -
Soient ¢, ... ,q, des entiers non nuls tels que (4.11) soit vraie. On choisit p tel que ||ayqr +

s 4 apqy]] = Jarqr + -+ - + gy — p|. Nous constatons que si x = (qq, ..., ¢y, P), la propriété
(4.11) implique :

(4.14) 1Ly(z) ... Ly ()] < ||z . 7°

En effet, par choix de C' nous avons

v v
Z Qidi — P Z Qi
i=1 i=1
donc ||z||, < Clq1...q,| et par conséquent, par choix de r :

|Li() ... Lyya(z)]

+ <Clgi-. ql,

Ip| <

7’\(11 . -qu Zle Q;q; —p\

< C“Slql---qullézz’:loziqi—pl
< C*5|q16. Q|
< el
Convenons d’écrire ¢ = (q1,...,¢,). 1l nous suffit maintenant de prouver que (4.14) a un

nombre fini de solutions pour ||g||,, > Cp, ot Cj est une constante arbitraire. Or :

[La(@) - Lo (@) = 7lgr - qoll 2252, cigi = pl

< Cqr- gl 227, cigi — pl

< Cq .. .qv|75

< el
Par le théoréme des sous-espaces, il existe un nombre fini de sous-espaces de QU*t, T4, ..., T}
tels que x € Ty U---UT}. Soit T I'un de ces sous-espaces. Comme 1 < dim 7' < v, il existe des
entiers cy, ... ,c,11 non tous nuls, tels que x € T' = c1q1 + -+ - Cuqy + cpr1p = 0. Nous allons

nous servir de cette propriété pour supprimer une variable ; il y a deux cas a considérer.
Cas1:cup1 #0etVie{l,... v}, ¢ =0.
On a alors ¢,1p = 0 donc p = 0 et si I'on pose o = a;/a,, on a :

larqy + -+ ongoll = ) i = |aullabqr + - + ol _1q0a]| -
=1
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On montre alors qu’il existe une constante C; > 0 telle que

|1+(5/2

lalle = Cr= a1 qur lajq + -+ af gl < 1.

Pour cela il suffit d’observer qu’'on a la succession d’inégalités :

1
|QI---QU|1+6HO/1q1+"'+a;flqv71H < |a |
1’0
|ql-.-qu—1|1+5||0/1€11+"‘+O‘;—1Qv—1” < 146
v |qol
)
|q1...qv_1|1Jr /2||O/191 a1t 5/2
lollqr - . - ol
1
6/2
Jallgll.”

des que ||q||, > || 7#°. On prend donc C > |ay,| ™.

Cas2: 3j € {l,...,v} tel que ¢; # 0.
Quitte a renommer les variables, on peut supposer que j = v et ¢, > 0. On pose cette fois :

/ Cyp Oy — C; O, .
o =—— pouri=1...,0—-1.
CU+CU+1aU

On a:
(415> CvHOélql +oo 4+ Oéqu” = |Cv + Cv+1av“allq1 + e+ 052171%)71 _p‘ .

Pour raisonner par récurrence, on exhibe une constante Cy > 0 telle que I'on ait ||g|| >
Co = lar oo | dq + -+ + ol 1qu-1|| < 1. L’égalité (4.15) montre que ||ajq + - +
b 1qu-1| < Kl|lowgr +- - -+ gy, ot on pose K = |¢, + 10| /¢y. On en déduit les inégalités
successives :

K
146/2
||O/1q1 +eeet %71%—1” < 5/2 146
|QI"'QU*}J ‘QU‘

a1 - - Qo1

K
lall..*"*

IN

a1 - - g

Il suffit ainsi de prendre Cy > K?/9.
L’hypothese de récurrence dit alors qu’il existe un nombre fini de solutions a I'inéquation

5
1+ qoa| TP + - @] < 1
car 1,a},... ) sont linéairement indépendants sur Q. Mais alors le nombre de valeurs de
¢y telles que (qi, ... ,q,) satisfasse (4.11) est fini. Le Théoreme 4.2.4 est donc prouvé. m
Corollaire 4.2.5 Soient 1, oy, ... , o, des nombres algébriques réels linéairement indépendants

sur Q, et 0 > 0. Alors I’ensemble

v 71)75
E={(q - :p) €2 | lallx > 0 et Jargi + -+ gy —p| < llall "}

est fini.
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PREUVE : Pour ) # J C {1,... ,v}, définissons :

S;={(q,... ,q,p) €Z | (#0icJ)et|arq +- + g —p| < HqHOO*”*‘S}.
Par le Théoreme 4.2.4, S; est fini pour tout ) = J C {1,... ,v} car on a :

|1+5/2 v(1+48/v

a1 @l TP loag + -+ gl < lall Naagy + -+ + gy — p|

pour (qi,...,q,p) € Sy. Pour conclure, on note que £ = Up,jcq1,... »}Ss, réunion d’au plus 2"
ensembles finis. m

Nous donnons maintenant le Corollaire 4.2.5 sous une forme plus proche de nos préoccu-
pations de cette section.

Corollaire 4.2.6 Soit o un nombre réel qui n’est pas algébrique de degré inférieur ou égal a
k. Alors pour tout 6 > 0,

{PeZX]|degP < ket0<|P(a) <HP)"
est fini.

PREUVE :  En effet recherchons P sous la forme P(X) = Ef:o a;X". On applique le

Corollaire 4.2.5 & o; == a',i = 0, ... , k qui sont linéairement indépendants sur Q par hypothese,
et k=v. m

Nous rappelons deux définitions dues a Mahler et Koksma respectivement.
Définition 4.2.7 Soit « e R,jw € Ret k > 1. On pose :
Ap(a,w) ={P € Z[X] | deg P < k et 0 < |P(a)| < H(P) “}, et
wi(a) =sup{w € R | Ax(cr,w) est infini.} .
Définition 4.2.8 Soit « e R,w € R et k > 1. On pose :
A, w) ={BeQNR |degB < ket |a— ] < H(B) ™ '}, et
wi(a) =sup{w" € R| A (a,w") est infini.}.

Nous démontrons maintenant quelques propriétés élémentaires de ces deux quantités afin
d’atteindre le Théoreme 4.2.3.

Lemme 4.2.9 Soit o € R

(1) Vk > 1, wi(a) < wip (@),

(ii) Si «a n’est pas algébrique de degré inférieur ou égal a k alors wi(a) < k
(iii) Si «v est algébrique de degré d alors Yk > 1,wi(a) < d — 1,

(iv) Vi = 1,07(0) < i, (a),

(v) Yk > 1, wi(a) > wi(a).

)
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PREUVE : (i) Il suffit d’observer que : Vw € R, Ax(a,w) C Ag11(a,w) .
(ii) C’est une simple traduction du Corollaire 4.2.6.
(iii) Il suffit d’utiliser une inégalité de type Liouville. Explicitement, il existe une cons- tante
C(k, @) > 0 telle que si P € Z[X], P(a) # 0, et deg P < k, on ait |P(a)| > C(k, a)H(P) Y.
Si P € Ag(a,w), on a forcément :

H(P)* "D <1/C(k,a) .

Ainsi : Ag(o,w) infini = w < d— 1. Donc wi(a) < d — 1.
(iv) 11 suffit d’observer que : Vw* € R, Aj (o, w*) C A, (o, w*) .
(v) Nous allons construire une injection de A} (o, w*) dans Ag(«r, w*), ce qui montrera le résultat
voulu, en prenant la borne supérieure sur w* € R. Soit f € Aj(a,w*) supposé infini, avec
0 # «a. Si « est algébrique de degré inférieur a k, nous supposerons de plus que [ est différent
des conjugués de a, de sorte que nous aurons toujours mgz(a) # 0.

Soit d le degré de 3. Nous observons que H(3) = H(m3(X)) et que m3(a) = (o — 5)Qp(a),
ou Qs(X) € Q(F)[X]. Nous allons estimer la taille des coefficients du polynéme @4 ; écrivons
pour cela :

d d—1
m(X) = ZaiXi et Qp(X) = Zini.
=0 i=0
Un calcul élémentaire montre que :
(4.16) —Bq = ao
(417) a; = qifl—qiﬁ, ’lzl,,d—l
(4.18) di-1 = aq

Comme 7g est irréductible, gy # 0 et (4.16) nous donne § = —agp/qo. En joignant cette égalité
a (4.17) et (4.18), on montre par récurrence sur les indices les deux propriétés suivantes :

. d—1 H(m
Vi€ {0,...,d—1} gl < T 552,

Vie{0,...,d—1},]g| < X H(mg)|BI.

Il résute de ces deux faits que : |mg(a)| < |a — B|C(k, o) H (m3) ou C(k, o) = kzzl;ol la|’.
Cela prouve que pour € > 0 et H(mg) assez grand (rappelons que Aj (o, w*) est infini), nous
avons :

0 < [ms(e)] < H(ms) ™"

Ainsi Ay (o, w* — €) est infini, donc w* — € < wi(a), et comme ceci est vrai pour tout € > 0, on
en déduit : wi(a) < wg(a). =

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le Théoréme 4.2.3.

Soit d le degré de a. Nous observons que :
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a) Si k < d, a n’est pas algébrique de degré inférieur ou égal a k donc wy(a) < k d’apres le cas
(ii) du Lemme 4.2.9.
b) Si k > d, l'assertion (iii) du Lemme 4.2.9 montre que wi(a) <d—1<k—1<k.

Dans les deux cas Vk > 1,wi(a) < k, donc d’apres l'assertion (v) du Lemme 4.2.9, Vk >
l,wi(a) < k. En particulier Vo > 0,wj(a) < k + 6, ce qui est exactement le contenu du
Théoreme 4.2.3.
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Appendice : quelques lemmes
techniques

Nous avons regroupé dans cet appendice, certains lemmes techniques qui ont été utilisés dans
les chapitres 2 et 3 qui ne rentraient pas de facon naturelle dans les chapitres 1 et 2.

Lemme A (LEMME DE SIEGEL) Soient M formes linéaires a coefficients dans Z
N
Lj(Zl,... ,ZN) :Zajkzk, 7=1,... M, N > M.
k=1

Supposons que maxi<;j<um |a;r| < A, ou A € N*. Alors il existe z € Z" \ {0} tel que
1<E<N

Vi=1,...,M, Li(z) =0et |z|| < (NA)(M/(N—M)) .
PREUVE : Voir exemple [Schl] p. 123, [Sch2| p. 1, ou encore le Lemme 6 du Chapitre 2
de [Hab]. m

Lemme B Soient r et n deux entiers supérieurs a 1, alors le nombre d’éléments de N dont
la somme des composantes est r vaut

ol r) <T+n—1) _ (=140

n—1 (n—1)!r!
PREUVE : C’est un résultat classique utilisant les séries formelles. On part de I'identité
1 1 A _
= XX
x TN, M
(%1, yin)ENT
qui montre que
LR 1
= W X)=———. =
eln.r) = 22 o 1,060 = =5
Lemme C Soient (ry,...,r,) des entiers positifs, 0 < € < 1 et n > 2. Le nombre de
nm-uplets d’entiers positifs avec
(4) Zihkzm, 1<h<m,
k=1
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(£3)-3:

est au plus égal a
(m +n— 1) (Tm+n— 1>.2.€6zm/4.
(1 T'm

Plus précisément, si M™ désigne I'ensemble des mn-uplets vérifiant (i) tels que

) m
() -mem
Th n

h=1

et si M~ désigne I'ensemble des mn-uplets satisfaisant (i) tels que

U m

hl

(E —)——<—em,
T n

h=1

alors ) )
max {M*, M7} < (7“1 e ) . (Tm e ).2.6_627”/4.
(& Tm
En fait si pour j =1,... ,m, on a0 < c¢; <r; et si f;(c;) désigne le nombre de (n — 1)-uplets
d’entiers positifs (ij2, ... ,1j,) avec ijo + - - +ij, = r; — ¢;, alors
ME= " filer) - fn(em)

(15w sem)EEE

ol
Et={(c1,...,cn) EN™0<c¢;<r;pourj=1,...,met <ZZL:1i—Z) — o> em}

E={(c1,...,en) N 0<¢;<rjpourj=1,... ,met (Zznzl ﬁ—’;) — < —em}
PREUVE : C’est le Lemme 4C de [Schl] p. 124-125. m

Lemme D Soit n > 2 un entier, ay, ... ,a, des entiers premiers entre eux et a; # 0. Il
existe alors j € {2,... ,n} tel que

(a1, aj) < |a1|(n—2)/(n—1) )

PREUVE :  On pose d; = (ai,qa;), de sorte que dy...d, divise my" 2 donc a fortiori
dy...d, <|myi|" 2. En raisonnant par I'absurde on en déduit I'inégalité demandée. m
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