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Théoreme : Les diviseurs positifs de 24 sont les entiers n tels que, dans I'anneau
Z/nZ, tous les éléments inversibles sont involutifs, c¢’est-a-dire sont leur propre
inverse, c¢’est-a-dire que n vérifie la propriété suivante :

(1) V(z,y) € (Z/nZ)Y zy=1=z=y

PREUVE : Sin est un diviseur positif de 24 (i.e. n € {1,2,3,4,6,8,12,24}),
on a vite fait de s’assurer que la propriété (1) est vraie.

Réciproquement, soit n un entier satisfaisant la propriété (1), montrons que
¢’est un diviseur de 24.

1) Si on note U, = (Z/nZ)", alors U, est commutatif, et la propriété (1)
s’interprete ainsi : Vo € U,,2? = 1. On en déduit que l'ordre de U, est une
puissance de 2. Or son ordre n’est autre que ¢(n), l'indicateur d’Euler de n.

Ainsi, si :
,
i=1

est la décomposition de n en facteurs premiers, on sait qu’'on a :
(2) o) =TTw (i = 1)
i=1

Mais maintenant, ¢(n) étant une puissance de 2, chaque facteur du produit de la
formule (2) est une puissance de 2. C’est-a-dire :

a) les p; sont des nombres premiers de la forme 2% + 1

b) si de plus k; # 0, alors r; = 1

Il en résulte que n s’écrit forcément n = 2¥pyp, . .. p, ot les p; sont des nombres
premiers deux a deux non associés de la forme décrite en a) et b)

2) Grace au Théoreme des Chinois, on a alors I'isomorphisme :

(3) U = (Z/2"L)" % (Z/DiZ)" % (Z[p2Z)" % ... x (Z/p:Z)"
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3) Supposons alors que dans 'expression (3), I'un des p; soit tel que k; > 2.
Alors, grace a l'identité :

(2F —1)? = (2% + 1) (2% — 3) +4

on en déduit que dans (Z/p;Z)", la classe de 2% — 1 modulo 2% + 1 n’est pas
d’ordre 2, car on a 4 < 2% 4 1. A cause de I'isomorphisme (3), on trouve alors
un élément dans U, différent de 1’élément neutre, qui n’est pas d’ordre 2, ce qui
contredit I'hypothese (1).

Ainsi k; € {0,1} et donc n s’écrit : n = 2837, avec j € {0,1},k > 0.

4) Supposons alors k > 4. L’entier 2¥ — 3 est inversible modulo 2%, et on a
I'identité :

(28 —3)2 =22 6.2 +-9

dont on déduit que la classe de 2¥ — 3 modulo 2 n’est pas d’ordre 2 car son
carré est congru & 9, et pour k > 4,9 < 2. On a alors, & nouveau a cause de
'isomorphisme (3), un élément de U,, qui n’est pas d’ordre 2, ce qui contredit
I'hypothese (1).
On conclut de tout ce qui précede que n = 273% k € {0,1,2,3},5 € {0,1}.
Ainsi n € {1,2,3,4,6,8,12,24}, et c’est donc bien un diviseur de 24. m



