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Sur la conjecture brunnienne (généralisée)

JEAN-YVES DEGos

RésumE. Nous démontrons la conjecture B(n, p, P) de [1, Conjecture 3.6 p. 62],
que nous renommons ici « conjecture brunnienne », dans les cas ol p > Setn
n’est pas divisible par p — 1. Nous introduisons aussi la « conjecture brunnienne
généralisée » B(n, g, P) et nous la démontrons dans les cas olt ¢ > 4 et n n’est pas
divisible par ¢ — 1. En fin d’article, nous montrons aussi, analytiquement, que la stratégie
intrinseéque que nous introduisons ici permet de conclure favorablement quant a la
véracité de la conjecture dans une proportion significative des cas (voir Proposition 5.2 et
Proposition 5.4).

On the (generalized) Brunnian Conjecture

ABsTrRACT. We prove the Conjecture B(n, p, P) of [1, Conjecture 3.6 p. 62], which is
renamed here as the “Brunnian Conjecture”, in the case where p > 5 and n is not a

»

multiple of p — 1. We also introduce, and prove the “Generalized Brunnian Conjecture’
B(n, g, P) and prove it in the cases where ¢ > 4 and n is not divisible by g — 1. At
the end of the paper, we also show with through an analytical argument that the intrinsic
strategy we introduce here leads to a proof of the conjecture in a significant proportion of
cases (see Proposition 5.2 and Proposition 5.4).

1. Introduction

Le but de cet article est de donner une démonstration partielle de la Conjecture B(n, p, P)
([1, Conjecture 3.6 p. 62]). Nous nous référerons désormais a celle-ci sous 1’appellation
« conjecture brunnienne ». Notre stratégie consiste a utiliser la démonstration donnée par
Nick Gill de la Conjecture A(n, p, P) ([1, Conjecture 3.4 p. 62]) dans [3, Theorem 2
p- 230], corrigée par I’article de Joel Brewster Lewis, see ([6, Theorem 7 p. 6 et Correction
3.3 p. 10]).

Notre résultat principal est (voir Théoreme 3.6 page 8) :

Théoreme. Soit p un nombre premier, n > 3 un entier, et
P(X)=X"+ap 1 X" "+ +a1X +ag € Fp[X]

Mots-clés: Polyndmes primitifs, Corps finis, Groupes linéaires, Conjecture brunnienne.
Classification math.: 00X99.
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un polynéme primitif de degré n. Notons C = Cp la matrice compagnon de P, c’est-da-dire :

0 0 ... 0 =-—ap
1 0 0 —daq
C=Cp=|0
: . w0 —ap
0 ... 0 1 -au
Notons G la matrice compagnon du polynome X" — 1, et soit :
G1 = C,
Gryl = GGkG_lpourtoutlSkSn—l.

Alors, si p > 5 et n n’est pas divible par p — 1, nous avons :

<G19G29 ce ’Gn> = GLH(FP) M

2. Historique et stratégie

Cette histoire commence avec les travaux de René Guitart sur le groupe (de Klein) d’ordre
168 (défini comme le groupe d’automorphismes de la quartique de Klein), qu’il a été le
premier a décrire comme un « objet borroméen » ([4, section 3 p. 148]), qui n’est autre
que GL3(Fy). Dans [1], nous avons étendu la notion de groupe borroméen introduite
par René Guitart en définissant les notions de groupes n-cyclables ([1, Definition 1.1 p.
58]) et de groupes n-brunniens ([1, Definition 1.2 et Definition 1.3 p. 58]. La ci-nommée
« Conjecture brunnienne » renvoie a I’énoncé suivant : si p est un nombre premier, et
n > 2 un entier, alors le groupe GL,, (F,) peut étre engendré par la matrice compagnon
d’un polyndme primitif P(X) € F,[X] de degré n, et ses conjuguées successives par GX
pour 1 < k < n—1ou G la matrice compagnon du polyndme X" — 1. Cette conjecture
est reliée a une autre : le groupe GL,,(FF,,) peut étre engendré par la matrice compagnon
d’un polyndme primitif P(X) € F,[X] de degré n, notée C, et la matrice compagnon du
polyndme X" — 1, notée G. Ainsi :

GL,(F,) = (C,G).

Ensuite, Nick Gill, en utilisant la classification des groupes finis simples, a donné
une preuve de notre conjecture (A, n, p), en démontrant I’énoncé plus général suivant
([3, Theorem 2 p. 230]) : si F est un corps fini g éléments et si f, g sont des polyndomes
dictincts de F[X] de degrés n tels que f est primitif, et le terme constant de g est non nul,
alors :

(Cs.Cg) = GL, (F).
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Par conséquent, nous pouvons déduire du théoreme de Nick Gill une méthode simple
pour démontrer (certains cas de) la conjecture brunnienne : il suffit de fabriquer une
matrice compagnon K (d’un polyndme g de degré n) avec les propriétés suivantes :

- Ke <G1,Gz,...,Gn>;
- g(0) #£0;
- K#Gy.

Ainsi, comme (G1,K) C (G1,Ga,...,G,) c GL,(F,), chaque fois que (G{,K) =
GL,(Fp), c’est gagné!

Dans cet article, notre principal apport est de construire une telle matrice K de fagcon
générique... En effet, notre construction fonctionne chaque fois que —ag # 1 et (—ap)" # 1,
ce qui est garanti par les hypotheses p > 5 et n non divisible par p — 1, quand le corps de
base est [F,,. De plus, nous devons supposer que n > 3, comme Joel Brewster Lewis I’a
signalé.

3. Enoncés et démonstrations

Définition 3.1. Avec les notations de notre théoréme principal, nous faisons 1’hypothése
que n > 3 est un entier, et nous définissons la matrice K par :

K =G,G,_1---G2Gq.
Proposition 3.2. Nous avons K = C(G~'C)".

Démonstration. Nous commengons par démontrer, grace a un raisonnement par récur-
rence, le résultat suivant :

GiGi-1...G,=G*'c(G'C)* " pourtous 2 < k < n.
En effet, si k = 2, cette égalité est équivalente a :
G,G,=G*>'c(G o),

par conséquent, elle est vraie, parce que le membre de droite vaut GCG~'C = G,G.
Supposons vraie I’hypothese de récurrence au rang k, et montrons-la au rang k + 1. Nous
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avons :
Gi+1GiGr-1 -Gy = Giyy - GKlC(GTIO)F!
— GkCG—k . Gk—]c(G—lc)k—]
=G*.c.-g7'c-(G'oyH!
=G*-C- (GO,
Nous avons alors : G,,G,-1...G = G"‘IC(G_I)n_lC. Nous pouvons conclure que :
Gi1GwGp1...G1 =G G 'c(G—H" T,
=cG~'cGH" !,
=C(G o),
ce qu’il fallait démontrer. O

Proposition 3.3. Notons Ey le k¢ vecteur de la base canonique, pour 1 < k < n. Alors :
(1) GT'C.Ex =Ex pour1 <k <n-1;

(2) G'C.E, = —aoE, + 212y —a,E;

c’est-a-dire :
1 0 ... 0 —a
0 1 0 -a
G''c= Do .o :
0 0 ... 1 =-a,
0 0 ... 0 =-—ag

Démonstration. La premiere assertion est une conséquence du fait que le produit de la
matrice G (respectivement : C) par le vecteur-colonne Ej est égal au vecteur-colonne
Eripour 1 <k <n-1.Ainsi, G™'C.Ex = G™'.CE; = G~ .[E441 = Ey.

4
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Pour démontrer la seconde assertion, nous procédons comme suit :

Zn: —ai—lEi)

G 'CE,=G".

grice au changement de variable j =i — 1. O

Proposition 3.4. Suppons que —ag # 1. Alors la matrice G™'C peut s’écrire comme
0~'G™'cQ =D, oit Q € GL, (Fp) et D, matrice diagonale, s’expriment ainsi :

10 ... 0 & 10 ...0 0
a
01 ... 0 & 0 1 0 0
R A 25 A
0 0 1 gl 0 0 10
0 0 0 1 00 0 -ag

Nous en déduisons que : K = G*"1(G~'C)" = C(QDQ~ )" =CcQD"Q!.

Démonstration. Le polyndme caractéristique de la matrice G~'C est yg-1(X) = (X —
1)*~1(X + ag). Par conséquent, les valeurs propres sont 1, d’ordre n — 1 et —aq, d’ordre 1.
D’apres la Propostion 3.3, (1), page 4, nous pouvons en déduire que Q satisfera les égalités
Q.Ex = Erpour 1 < k < n—1.Conséquemment, nous devons trouver un vecteur-colonne
V tel que G™'CV = —anV, comme vecteur propre associé a la valeur propre —aj.
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Par conséquent, nous écrivons :

Vi —aipva
Vi
V2 —daxvp
%) 1
V= .|, dou GTCV = : , and
Vi-1 —4n-1Vn
Vn
—apvn
—aopvi
—aopv2
—aoV =
—aopvn
En résolvant ce systeme de Cramer en vy, vy, ..., V,, nous obtenons :

(1) vyo €Fp;

Q) vi=%"pourl <i<n-1.
1+ag

Maintenant, il nous suffit de choisir v,, = 1 pour obtenir la matrice précédemment
annoncée Q. |

Proposition 3.5. Si —ag # 1 et (—ap)" # 1, la matrice
K :=G,G,-1---GrG,
est une matrice compagnon, distincte de C.

Démonstration. Sous I’action de Q et D, les vecteurs-colonnes Ex pour 1 < k <n—1
sont fixes. Nous avons donc :
K.E,=COD"Q " Ex
=C.Ex
= Ep41 .
Par conséquent, nous devons évaluer K.E,, = CQD"Q ! .E,,.

Soit U := Q7 'E,. Alors E, = QU. Pour trouver la valeur de U, il suffit de résoudre
I’équation. Cependant, si

1 0 ... 0 q1 ujp

0 1 ... 0 q2 un
o=|: ¢ .t feaUus=| i,

0 0 1 gna Un-1

00 0 gqn Un



Sur la conjecture brunnienne (généralisée)

alors
Uy +qiuy 0
Uz + qaup 0
QU = estégalea E, = |
Up-1+gn-1Un 0
1

qnln

ce qui permet d’obtenir : u, = qi = 1 (parce que g, est une notation pour le coefficient
de la rangée n et de la colonne n de Q, lequel vaut 1), et :

—ax
1+a0 '

Uk = —qkUn = —qk =

Ainsi, nous avons :

—a
1+agp
—a,
1+ag

—an-1
1+agp

Maintenant, soit W := D"*U. Alors :

—a
1+aq
—a,
I+ag

—Aan-1
1+ag

(=ao)"

et COD"U = CQW. Maintenant, nous avons :



J.-Y. Degos

En résumé, nous avons :

K.E,=CQD"Q ' .E,
=CQOD"U
=COWWwW
= C(-ap)"En
= (—ap)"CE,

n
= Z —a;j_1(-ao)"E; .
i1

Par conséquent, la matrice K est une matrice compagnon, distincte de C, parce que
nous avons supposé que (—ag)" # 1. |

Théoreme 3.6 (Résultat principal). Soit p > 5 un nombre premier. Alors —ag # 1. De
plus, si n n’est pas divisible par p — 1 alors (—ag)" # 1. Dans ce cas, la conjecture
brunnienne B(n, p, P) est vraie, ol

P(X)=X"+ap 1 X" '+ +a1X +ap € F,p[X]
est un polynome primitif de degré n sur F,[X]. C’est-d-dire :
(G1,Ga,...,Gp) = GLy(F)) .

Démonstration. Comme le polyndme P(X) est primitif, (—1)"a( engendre le groupe
multiplicatif F;, donc si p > 5, Iégalité —ag = 1 ne peut pas avoir lieu. En effet, si I'on
avait —ag = 1, on aurait ag = —1, et alors (—=1)"ag = (=1)"*! serait égal 2 —1 ou 1, qui ne
sont jamais des générateurs de F; lorsque p > 5.

Si n n’est pas divisible par p — 1, supposons que (—ag)" = 1 dans ;. Nous pouvons
écriren = (p—1)g+r,oul <r < p—1 estunentier. Alors (—ag)” = 1, parce que
d’aprés notre hypothese, 1 = (—ag)" = (—ao) P~V (=ag)" et (—ap)?~" = 1 (puisque
—ag € Fy). Maintenant, il est clair que (=1)"ao = (=1)""'(-ap) a un ordre qui divise
r < p — 1. C’est une contradiction avec le fait que (—1)"aq est un générateur de F, dont
I’ordre est p — 1. Par conséquent, si n n’est pas divisible par p — 1, alors (—ap)" # 1. O

En fait, ce résultat peut étre généralisé dans le cas d’un corps de base de cardinal
q = p",r > 1. Nous obtenons alors le résultat suivant.

Théoreme 3.7 (Résultat principal généralisé). Soit g = p” une puissance d’un nombre
premier, avec q > 4. Alors —ag # 1. De plus, si n n’est pas divisible par q — 1 alors
(=ao)™ # 1. Dans ce cas, la Conjecture brunnienne généralisée B(n, q, P) est vraie, ou

P(X)=X"+ap 1 X" "+ +a1X +ay € F,[X]
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est un polynome primitif de degré n sur By [X]. C’est-a-dire :
(G1,Ga,...,Gn) =GL,(F,) .

Démonstration. Nous pouvons définir les mémes objets que dans le Théoreme 3.6 (c’est-
a-dire la matrice compagnon C = Cp, la matrice compagnon G et Gy, . .. G,) par rapport
qu polynéme primitif P(X). Alors (—1)"aq engendre le groupe multiplicatif F, donc
si g > 4, I’égalité —ag = 1 ne peut avoir lieu. En effet, si ’on avait —ay = 1, on aurait
ag = —1,et (=1)"ag = (=1)"*! serait égal 2 —1 ou 1, qui ne sont jamais des générateurs
de Fy; lorsque g > 4.

Si n n’est pas divisible par g — 1, supposons que (—ap)" = 1 in Fj. Nous pouvons
écriren = (¢ — 1)k +s,0u0 1 < s < g— 1 estun entier. Alors (—ag)® = 1, a cause de notre
hypothése, 1 = (—ag)" = (—ao)9"V*(=ag)* et (-ap)?™" =1 (parce que —ag € F)).
Maintenant, il est clair que (—1)"ag = (=1)"'(=a) a un ordre qui divise s < g — 1.
C’est une contradiction avec le fait que (—1)"ag est un générateur de F, dont ’ordre est
g — 1. Par conséquent, si n n’est pas divisible par ¢ — 1, alors (—ap)" # 1. O

4. Remarques complémentaires

Dans [1], nous avions effectué des « vérifications expérimentales », reposant sur une liste
de polyndmes primitifs établie par Philippe Langevin!, et nous n’avions pas été capable
de conclure quant a la véracité de la conjecture pour certains couples (7, p), a cause
d’un manque de puissance de calcul et/ou de la complexité de ces calculs. Grace a la
méthode développée ici, nous pouvons maintenant donner des réponses aux cas laissés
en suspens. Nous les résumons dans les tableaux suivants. Si « (False) » est écrit dans la
derniere colonne, cela signifie que la conjecture peut étre vraie, mais cela n’est pas une
conséquence des deux résultats principaux de cet article.

Polyndémes primitifs sur Fs

n|p P(x) B(n, p, P)
7 5 X +x0+2 True
8 |5 e+ x3+3 (False)
9 5 X +xT+x0+3 True
10 | 5 x04x24x7+3 True
1|5 xyx1042 True
12 | 5 xZ e xT+x*+3 (False)
13|15 xB44x? +3x+3 True
14 |5 XM xT 44X +4x* 4203 +3x%2 + x +2 True
155 x5 4250 +4x° +3x3 +3x2 +4x +3 True
16 | 5 X104 X7 +4x0 +4x5 +4x* +4x3 +4x2 4+ x +2 (False)
17 | 5 x7+3x242x+3 True
18 | 5 | x®+x24 x4 x104 5% 42x8 +2x0 + 1% +2x3 +2x2 42 True

IEle peut étre téléchargée ici : https ://langevin.univ-tln.fr/project/apc/primitif.data.
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Polyndémes primitifs sur Fy

n|p P(x) B(n,p, P)
6 | 7] x0+x+x*+3 | (False)
717 X +x+4 True
8 |7 ¥ +x7+3 True
9 |7 XX+x8+x3+2 True
107 | x0+x7+x8+43 True
Polyndmes primitifs sur Fy;
n|p P(x) B(n, p, P)
5011 xX+x*+x°+3 True
6 11| xX0+x7+x+7 True
7111 x"+x%+4 True
8111 | x¥+x7+x%+7 True
Polyndmes primitifs sur Fy3
ni|op P(x) B(n, p, P)
5013 XX +x*+x3+6 True
6113 X0+x°+x3+6 True
7|13 X +x*t+2 True
8113 [ x¥+x7+x0+11 True
Polyndmes primitifs sur Fy;
ni|op P(x) B(n, p, P)
4117 | x*+x3+5 True
5017 x°+x*+5 True
6|17 | x0+x°+3 True
7117 | xT+x°+7 True
Polyndémes primitifs sur Fyg
n|p P(x) B(n, p, P)
4119 x*+x3+2 True
5019 ¥ +x*+5 True
6119 x°+x>+15 True
7119 x"+x%+5 True
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Polyndémes primitifs sur Fy3

4123 x*+x3+20 True
5123 ¥ +x*+6 True
623 x0+x°+7 True
Polyndmes primitifs sur Fag
nip P(x) B(n,p, P)
4129 x*+x°+2 True
5029 X +x*+2 True
629 | x0+x°+11 True
Polyndémes primitifs sur F3;
n|p P(x) B(n, p, P)
4131 [x*+x+13| True
5031 [xX+x*+10| True
6|31 [x0+x°+12 True
Polyndmes primitifs sur F3;
n|p P(x) B(n, p, P)
3137 [P +x*+17|  True
437 [ x*+x3+22 True
5037 | ¥ +x*+2 True
Polyndmes primitifs sur Fa;
n|p P(x) B(n, p, P)
3141 X +x2+11 True
4141 | x*+x>+26 True
5041 X +x*+11 True
Polyndmes primitifs sur Fy3
nip P(x) B(n,p,P)
3143 | +x2+9 |  True
4143 | x*+x+20| True
5043 | X +x*+9 | True

11
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Polyndmes primitifs sur Fu;

ni|p P(x) B(n,p, P)
31473 +x2+2 True
4147 | x*+x3+5 True
5047 | X +x*+6 True
Polyndémes primitifs sur Fs3
ni|p P(x) B(n,p, P)
3153 ] ¥ +x242 True
4153 | x*+x3+2 True
5053 | x°+x*+12 True
Polyndmes primitifs sur Fsg
n|p P(x) B(n, p, P)
3159 x¥*+x%+9 True
4159 | x*+x3+18 True
5059 X +x*+4 True
Polyndmes primitifs sur Fg;
n|p P(x) B(n, p, P)
3161 ¥*+x246 True
4161 | x*+x3+17 True
5061 |x>+x*+55 True
Polyndmes primitifs sur Fg;
n|p P(x) B(n, p, P)
3167 xX*+x%+6 True
4167 | x*+x3+12 True
Polyndémes primitifs sur Fy;
n|p P(x) B(n,p, P)
371 *+x*+8 True
4171 | x*+x3+13 True
Polyndémes primitifs sur F3
n|p P(x) B(n,p, P)
3173 ] 3 +x%2+5 True
4173 | x*+x3+33 True
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Polyndmes primitifs sur Fyg
nip P(x) | B(n,p,P)
3179 | P +x*+2 |  True
4179 | x*+x3+7| True

Polynoémes primitifs sur Fg3
p P(x) B(n,p, P)
83 | P +x2+11 True
483 | x*+x3+24 True

w3

Polyndmes primitifs sur Fgg

n|p P(x) B(n, p, P)
318 | *+x2+6 True
4189 [x*+x3+14 True
Polyndémes primitifs sur Fo;
n|p P(x) B(n,p, P)
3197 x*+x%+45 True
4197 | x*+x3+15 True

5. Conclusion

Nous conclurons cet article en donnant des résultats qui permettent de voir que nos
résultats couvrent une bonne partie des cas.

Définition 5.1. Pour un entier N > 5 :

(1) nous noterons P(N) I’ensemble des nombres premiers p pour lesquels les
inégalités suivantes sont satisfaites : 5 < p < N;

(2) nous noterons Q(N) I’ensemble des nombres primaires ¢ tels qu’il existe un
nombre premier 5 < p < N etun entier r > 1 tel que g = p”. Ainsi g > 4.

Sin>3,N=>5,etpe P(N), nous voudrions évaluer la probabilité que n ne soit
pas divisible par p — 1, sachant que nous espérons qu’elle soit le plus élevé possible. Le
résultat est donné par la proposition suivante.

Proposition 5.2. Pour N > 5, soit :

En ={(p.n)|p € P(N),3<n<N}

13
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Dy ={(p,n)|peP,3<n<N,ne(p-1)7Z}.
Alors :

(1) #&n = (7(N) = 2)(N = 2) et Dy = 3 pep(n) L%J ;

#DN VN #EN VN
2) SmethI—m.

Démonstration. En effet, le nombre d’éléments dans P (N) est le nombre 7(N) de
nombres premiers inférieurs a N, exceptés 2 et 3. Par conséquent :

#EN = (1(N) = 2)(N - 2).

Aussi :
3 N
#Dn = {(p.k(p—1)) [ p € P(N), <k< ,
p-—1 p-1
Y NJ
= ik
PEP(N)

Alors le premier point est démontré. Maintenant, par récurrence sur N > 5, nous
pouvons démontrer (voir the Lemme 5.3 ci-dessous) que :

#D(N) < VN(n(N) -2)

En divisant par #6(N), nous obtenons les deux inégalités du second point. O

Lemme 5.3. Soit p > 5 un nombre premier avec p < N pour un entier N > 5. Alors :

2 LﬂlflJS 2, W

peP(N) PEP(N)

Démonstration. Etape d’initialisation : si N = 5, alors P(N) = {5}. Par conséquent :
N 5
peP(N) P~ pEP(N)

Etape de récurrence : nous devons prouver que si la propriété est vraie pour un entier
N > 5, elle est également vraie pour I’entier N + 1. Nous devons pour cela justifier que :

N+1
p-

N +1.
peP(N+1)

PEP(N+1)

Soit N + 1 n’est pas premier, soit il Iest.

14
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Commencons par traiter le cas ol N + 1 n’est pas premier. Alors P(N + 1) = P(N), et
nous obtenons :

N+1J

N+1
p-1

PEP(N) {p -1

7
pepiny LP 1

pPeEP(N+1)

VN (récurrence)
PeP(N)

IA

VN

peP(N+1)

< Z N+1.
peP(N+1)

CQFD.
Traitons maintenant le cas ott N + 1 est premier. Alors P(N +1) = P(N) U{N + 1},
et nous obtenons :

k+1 k+1 k+1
%Ll 2 sl
PEP(N+1) PEP(N+1) p

p

Grace a une propriété de la partie entiere :

k+1 .

i 1 pour tout entier non nul &,
Nous pouvons en déduire que :

N+1 N

Z < Z { +1< Z VN +1
p-1 p—1
PEP(N+1) PEP(N) peP(N)
et:
VN +1< Z N+1,

peP(N) PEP(N+1)

CQFD. O

Proposition 5.4. Pour N > 5, soit :
&n=1{gn)lgeQ(N),3<n<N}
DN ={(g,n)|q € QN),3<n<N,ne (q-1)Z}.
Alors :
(1) #E"x = (T(N) = 2)(N = 2) et #D"x = Zgeam) | 25

15
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#D'y VN . #D*n _ VN
(2) HE'N < N-2 et #EoN 21 N-2*

Démonstration. La démonstration est quasiment la méme. O

Ainsi : .
. Dn . *
Wiy Tl T T

Sin > 3 et p > 5, la conjecture brunnienne B(n, p, P) (respectivement : la conjecture
brunienne généralisée B(n, g, P)) est « presque toujours vraie » lorsque p > 5 et n n’est
pas divisible par p — 1 (respectivement : lorsque g = p” > 4 et n n’est pas divisible par
qg—1).

En résumé :

- les cas pour lesquels la conjecture brunnienne n’est pas encore établie complete-
mentsont: p=2,p =3, p >5etndivisible par p — 1;

- les cas pour lesqueles la conjecture brunnienne généralisée n’est pas encore
établie completement sont : g = 2, g = 3, ¢ > 4 et n divisible par g — 1.
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